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Konstruktive Definition!
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Konstruktive Definition!

Lemma 4.1 Sei S eine Menge von n Punkten in der Ebene, dann ist
ch(S) ein konvexes Polygon mit Eckpunkten aus S.

ch(S)= (] K

KDOA
K konvex
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Konstruktive Definition!

Lemma 4.1 Sei S eine Menge von n Punkten in der Ebene, dann ist
ch(S) ein konvexes Polygon mit Eckpunkten aus S.

Beweis!

ch(S)= (] K

KDOA
K konvex
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Induktiver Beweis! p & ch(5")
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Untere Schranke!
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Untere Schranke!

e Diskrete Aufgabenstellung: Konvexes Polygon
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Untere Schranke!

e Diskrete Aufgabenstellung: Konvexes Polygon

e Bestimme Rand mit Knoten sortiert in CW (CCW) Ordnung!
Datenstruktur!
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Untere Schranke!

e Diskrete Aufgabenstellung: Konvexes Polygon
e Bestimme Rand mit Knoten sortiert in CW (CCW) Ordnung!
Datenstruktur!

Lemma 4.2: Die Konstruktion der konvexen Hulle von n Punkten in
der Ebene hat Zeitkompleximtat Q(nlogn).
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Untere Schranke!

e Diskrete Aufgabenstellung: Konvexes Polygon
e Bestimme Rand mit Knoten sortiert in CW (CCW) Ordnung!
Datenstruktur!

Lemma 4.2: Die Konstruktion der konvexen Hulle von n Punkten in
der Ebene hat Zeitkompleximtat Q(nlogn).

Beweis: Sortieren auf Konvexe Hulle reduzieren!
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Untere Schranke!

e Diskrete Aufgabenstellung: Konvexes Polygon
e Bestimme Rand mit Knoten sortiert in CW (CCW) Ordnung!
Datenstruktur!

Lemma 4.2: Die Konstruktion der konvexen Hulle von n Punkten in
der Ebene hat Zeitkompleximtat Q(nlogn).

Beweis: Sortieren auf Konvexe Hulle reduzieren!

Sortieren <,, Konvexe Hulle
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Strukturelle Eigenschaft!
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Strukturelle Eigenschaft!

Lemma 4.3: Punktmenge S gegeben. Sei W ein einfacher,
geschlossener Weg, der den Rand von ch(.S) umschlieBt. Dann ist
der Rand von ch(S) hochstens so lang wir WV

Algorithmische Geometrie Konvexe Hiille 03.05.15 (©)Elmar Langetepe SS'15 5



Strukturelle Eigenschaft!

Lemma 4.3: Punktmenge S gegeben. Sei W ein einfacher,
geschlossener Weg, der den Rand von ch(.S) umschlieBt. Dann ist

der Rand von ch(S) hochstens so lang wir WV

Beweis!
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Beweis Lemma 4.3
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Beweis Lemma 4.3

e Winkelhalbierende h; bei v; nach auBen
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Beweis Lemma 4.3

e Winkelhalbierende h; bei v; nach auBen
e \Wege von w; nach w;. 1, vergleichen mit v;v;.1
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Beweis Lemma 4.3

e Winkelhalbierende h; bei v; nach auBen
e \Wege von w; nach w;. 1, vergleichen mit v;v;.1
o [v;v;11| < |wywigr1| < W, iv1] wegen Winkel!
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Beweis Lemma 4.3

e Winkelhalbierende h; bei v; nach auBen
e \Wege von w; nach w;. 1, vergleichen mit v;v;.1
o [v;v;11| < |wywigr1| < W, iv1] wegen Winkel!
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Inkrementelle Konstruktion!
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Inkrementelle Konstruktion!

e Beweis Lemma 4.1, Einfugen eines neuen Punktes
e Problem I: Innerhalb/auBerhalb
e Problem IlI: Tangentenbestimmung, Vereinigung
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Problem I: Innerhalb/auBBerhalb
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Problem I: Innerhalb/auBBerhalb

e Punkt p, bilde Strahl in eine Richtung, teste alle Segmente auf
Schnitt
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Problem I: Innerhalb/auBBerhalb

e Punkt p, bilde Strahl in eine Richtung, teste alle Segmente auf
Schnitt

e Zwei Schnitte/kein Schnitt (auBerhalb), ein Schnitt (innerhalb)
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Problem I: Innerhalb/auBBerhalb

e Punkt p, bilde Strahl in eine Richtung, teste alle Segmente auf
Schnitt

e Zwei Schnitte/kein Schnitt (auBerhalb), ein Schnitt (innerhalb)
e In Zeit O(n) losbar!
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Problem |l: Tangententest
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Problem |l: Tangententest

e Von p aus sukzessive auf Tangente testen (Orientationtest)
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Problem |l: Tangententest

e Von p aus sukzessive auf Tangente testen (Orientationtest)
e Bei beliebigem v in beide Richtungen starten
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Problem |l: Tangententest

e Von p aus sukzessive auf Tangente testen (Orientationtest)

e Bei beliebigem v in beide Richtungen starten
e In Zeit O(n) losbar!
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Laufzeitverbesserung durch balancierte Baume
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Laufzeitverbesserung durch balancierte Baume

Theorem 4.5 Die konvexe Hulle einer Menge von n Punkten in der
Ebene zu konstruieren hat Zeitkomplexitat ©(nlogn) mit linearem
Speicher.
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Laufzeitverbesserung durch balancierte Baume

Theorem 4.5 Die konvexe Hulle einer Menge von n Punkten in der

Ebene zu konstruieren hat Zeitkomplexitat ©(nlogn) mit linearem
Speicher.

Beweis: Verbesserung Problem 1/Il in O(logn) statt O(n)
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Laufzeitverbesserung durch balancierte Baume

Theorem 4.5 Die konvexe Hulle einer Menge von n Punkten in der

Ebene zu konstruieren hat Zeitkomplexitat ©(nlogn) mit linearem
Speicher.

Beweis: Verbesserung Problem 1/Il in O(logn) statt O(n)
O(nlogn) statt O(n?)!
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Verbesserung Problem I+41l: Balancierte Baume

e Sektoren in einem Baum abspeichern, nach Winkeln
(Beispiel Tafel)
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Verbesserung Problem I+41l: Balancierte Baume

e Sektoren in einem Baum abspeichern, nach Winkeln
(Beispiel Tafel)

e Query Sektor: O(logn): Test innerhalb Dreieck!
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Verbesserung Problem I+41l: Balancierte Baume

e Sektoren in einem Baum abspeichern, nach Winkeln
(Beispiel Tafel)

e Query Sektor: O(logn): Test innerhalb Dreieck!

e Tangenten: Entfernen aller Punkte/Winkel,
Einfugen Punkt/Winkel O(logn)
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Verbesserung Problem I+41l: Balancierte Baume
e Sektoren in einem Baum abspeichern, nach Winkeln.

Query Sektor, innerhalb: O(logn)

e [angenten:
(Hille) Punkte entfernen/Punkt einfigen O(n) (amortisiert)
(DS) Entfernen der Winkel, Einfligen Winkel, je O(logn)

A/

,/V

Algorithmische Geometrie Konvexe Hiille 03.05.15 (©)Elmar Langetepe SS 15 12



Ohne balancierte Baume auskommen?

e Einfaches Verfahren, das randomisiert sehr gut funktioniert
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Ohne balancierte Baume auskommen?

e Einfaches Verfahren, das randomisiert sehr gut funktioniert
e Reihenfolge der Punkte wird zufallig gewahlt

Algorithmische Geometrie Konvexe Hiille 03.05.15 (©)Elmar Langetepe SS 15 13



Ohne balancierte Baume auskommen?
e Einfaches Verfahren, das randomisiert sehr gut funktioniert
e Reihenfolge der Punkte wird zufallig gewahlt
e Randomisierte inkrementelle Konstruktion
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Ohne balancierte Baume auskommen?
e Einfaches Verfahren, das randomisiert sehr gut funktioniert
e Reihenfolge der Punkte wird zufallig gewahlt
e Randomisierte inkrementelle Konstruktion
e Idee: Man weiss stets, wo die Punkte liegen (Zeiger)
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Ohne balancierte Baume auskommen?

e Einfaches Verfahren, das randomisiert sehr gut funktioniert
e Reihenfolge der Punkte wird zufallig gewahlt

e Randomisierte inkrementelle Konstruktion

e Idee: Man weiss stets, wo die Punkte liegen (Zeiger)

Theorem 4.6: Wird jede der n! vielen Eingabereihenfolgen einer
festen Punktmenge S = {p1,po, ..., p.} mit gleicher
Wahrscheinlichkeit gewahlt, dann ergibt sich fur die inkrementelle

Konstruktion eine erwartete Anzahl von O(nlogn) Operationen
(O(nlogn) Konfliktpaare).

Algorithmische Geometrie Konvexe Hiille 03.05.15 (©)Elmar Langetepe SS 15 13



Allgemein: Zeiger-Array aktualisieren (Konfliktpaar)
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Aktualisierungsaufwand: Beispiel Tafel!

e Neuen Punkt einfugen. Kante erkennen, Tangentenpunkte a, b
ermitteln, Kanten loschen, amortisiert insgesamt O(n)
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Aktualisierungsaufwand: Beispiel Tafel!
e Neuen Punkt einfugen. Kante erkennen, Tangentenpunkte a, b
ermitteln, Kanten loschen, amortisiert insgesamt O(n)

e Array aktualisieren: Einige Punkte bekommen neue Kante oder
liegen nun innerhalb!
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Aktualisierungsaufwand: Beispiel Tafel!
e Neuen Punkt einfugen. Kante erkennen, Tangentenpunkte a, b
ermitteln, Kanten loschen, amortisiert insgesamt O(n)

e Array aktualisieren: Einige Punkte bekommen neue Kante oder
liegen nun innerhalb!

e Konfliktpaare: p; einfugen, p; noch nicht bearbeitet:
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Aktualisierungsaufwand: Beispiel Tafel!
e Neuen Punkt einfugen. Kante erkennen, Tangentenpunkte a, b
ermitteln, Kanten loschen, amortisiert insgesamt O(n)

e Array aktualisieren: Einige Punkte bekommen neue Kante oder
liegen nun innerhalb!

e Konfliktpaare: p; einfugen, p; noch nicht bearbeitet:

(pi, pj) in Konflikt <= zp; schneidet eine Kante von ch(S;_1),
die beim Einfugen von p; entfernt wird
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Aktualisierungsaufwand: Beispiel Tafel!
e Neuen Punkt einfugen. Kante erkennen, Tangentenpunkte a, b
ermitteln, Kanten loschen, amortisiert insgesamt O(n)

e Array aktualisieren: Einige Punkte bekommen neue Kante oder
liegen nun innerhalb!

e Konfliktpaare: p; einfugen, p; noch nicht bearbeitet:

(pi, pj) in Konflikt <= zp; schneidet eine Kante von ch(S;_1),
die beim Einfugen von p; entfernt wird

e Fur alle diese neuer Zeiger oder innerhalb
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Aktualisierungsaufwand: Beispiel Tafel!
e Neuen Punkt einfugen. Kante erkennen, Tangentenpunkte a, b
ermitteln, Kanten loschen, amortisiert insgesamt O(n)

e Array aktualisieren: Einige Punkte bekommen neue Kante oder
liegen nun innerhalb!

e Konfliktpaare: p; einfugen, p; noch nicht bearbeitet:

(pi, pj) in Konflikt <= zp; schneidet eine Kante von ch(S;_1),
die beim Einfugen von p; entfernt wird

e Fur alle diese neuer Zeiger oder innerhalb
e Laufzeit: Anzahl der Konfliktpaare, zahlen
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Worst-Case Anzahl Konflikte
Schlechte Reihenfolge!

Zufallige Eingabereihenfolge!

Algorithmische Geometrie Konvexe Hiille 03.05.15 (©)Elmar Langetepe
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Ergebnis
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Ergebnis

Theorem 4.6: Wird jede der n! vielen Eingabereihenfolgen einer
festen Punktmenge S = {p1,po,...,p.} mit gleicher
Wahrscheinlichkeit gewahlt, dann ergibt sich fur die inkrementelle

Konstruktion eine erwartete Anzahl von O(nlogn) Operationen
(O(nlogn) Konfliktpaare).
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