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Einleitung

Die Vorstellung von autonomen Maschinen, die den Menschen schwierige

und gefdhrliche Arbeiten abnehmen, hat immer wieder die Phantasie vieler
Science-Fiction Autoren' befliigelt und viele Wissenschaftler unterschied-
licher Disziplinen beschéftigt. Das Feld “Robotics” involviert daher verschiedenste
Bereiche, darunter:

e Elektrotechnik, Elektronik, Mechanik

Kontroll- und Regelungstechnik

Systemtheorie

Softwareengineering

Kiinstliche Intelligenz (Neuronale Netze, Fuzzy Logic)

Algorithmik

Im Rahmen dieser Vorlesung werden wir uns auf den letzten Punkt
konzentrieren und Probleme aus der Algorithmischen Geometrie behandeln,
die im Zusammenhang mit der Steuerung von Robotern interessant sind.

Wir benétigen zur Behandlung dieser Fragestellungen einige Begriffe und
Verfahren der Algorithmischen Geometrie, die hier nicht in aller Ausfiihrlich-
keit vorgestellt werden koénnen, sondern nur kurz angerissen oder gar nur als
“black—box” verwendet werden. Fiir ein tieferes Verstéindnis dieser Themen
sei auf die Vorlesung Algorithmische Geometrie oder auf die einschligige
Literatur in diesem Bereich verwiesen.

Die diskutierten Themen sind Varianten einer Grundaufgabe: Gegeben
ist ein Robotersystem mit k Freiheitsgraden, das sich in einer Umgebung
U mit oder ohne (stationédren) Hindernissen bewegt, ein Startpunkt s und
ein Zielpunkt ¢. Stelle fest, ob es eine kollisionsfreie und kostengiinstige
Bewegung von s nach ¢ gibt und falls ja, bestimme eine solche. Wichtige
Kriterien fiir die vorgestellten Losungen sind dabei:

e Korrektheit, d.h. es soll genau dann eine kollisionsfreie Bewegung gefunden
werden, wenn eine solche existiert.

e Effizienz der Berechnung, denn natiirlich soll die Bewegung schnell
berechnet werden, der Roboter soll nicht vor lauter Rechenaufwand
auf der Stelle stehen bleiben.

e Qualitét der Losung, d.h. die gefundene Bahn ist auch giinstig bzgl.
der festgelegten Kostenmafe.

'Der Begriff “Roboter” wurde von dem tschechischen Autor Karel Capek (1890-1938)
geprigt. [CC61]



Zunichst wollen wir die Betrachtung von Kollisionsproblemen zuriick-
stellen, uns auf punktférmige Roboter beschréinken und die Lénge der vom
Roboter zuriickgelegten Bahnen als Qualitéitskriterium betrachten.
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An dieser Stelle sei auch auf das Geometrie-Labor
http://www.geometrylab.de/
mit Java—Applets aus dem Bereich Algorithmische Geometrie und Bewegungsplanung
fiir Roboter hingewiesen.
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Kapitel 1

Kiirzeste Pfade

Die Untersuchung kiirzester Wege beschiiftigt die Wissenschaft bereits seit
dem Altertum. In der Mathematik befafit man sich in der Theorie der
metrischen Rdume und in der Differentialgeometrie damit. So zeigten bereits
Joh. Bernoulli (1698) und L. Euler (1728), daf$§ fir Kurven C' von a nach b
auf einer glatten Fliache S gilt: C' ist Kiirzeste = C' ist Geodétische, d. h.
Vp € C': Schmiegeebene(C,p) L Tangentialebene(S, p).

Dabei ist die Schmiegeebene die Ebene, an die C sich lokal anschmiegt, !
und die Tangentialebene die in p tangential zu S liegende Ebene. Geodétische
Kurven sind nur lokal nicht verkiirzbar, im Gegensatz zu kiirzesten Wegen,
die auch global unverkiirzbar sind. Anschaulich kann man sich geodétische
Kurven als straff gespannte Gummibénder vorstellen. Die Umkehrung obigen
Satzes gilt nicht: In Abbildung 1.1 ist die Helix von a/ nach b zwar eine
Geodatische, aber keine Kiirzeste.

T
— /‘%
’ p

O Schmiegeebene (C, p)

Tangentialebene (S, p)
Abbildung 1.1: Kiirzeste von a nach b, Geodétische von a’ nach b'.

Wir interessieren uns hier fiir diskrete Umgebungen.

!Genauer: die Grenzlage einer durch drei benachbarte Kurvenpunkte p’, p, p’’ gegebene
Ebene fiir die Grenzwerte p’ — p und p” — p [St599)].
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1.1 Kiirzeste Pfade in der Ebene mit polygonalen
Hindernissen

P
P, 3

Abbildung 1.2: Umgebung mit polygonalen Hindernissen.

Die Umgebung, in der sich der Roboter bewegt, sei durch h Hindernisse
in Form von Polygonen P; mit insgesamt n Ecken gegeben. Dabei sind

[e]
auch Polygone mit P;= ) erlaubt,? also zu einem Linienzug degenerierte
Polygone. Weiterhin seien ein Startpunkt s und Zielpunkt ¢ gegeben, die

nicht im Inneren eines Polygons liegen diirfen; es muf} gelten s,t ¢ | ]%Z__ Die
Aufgabe ist nun, einen Pfad 7 minimaler Lange von s nach ¢ zu finden, der
keine Hinderniskante kreuzt.

Der kiirzeste Pfad ist nicht immer eindeutig, je nach Umgebung kann
es exponentiell in h viele kiirzeste Wege geben, Abbildung 1.3 zeigt eine
Umgebung mit 4 = 4m-+1 Hindernissen (Liniensegmente) und 27 +! kiirzesten

Wegen (Akman, 1987 [Akm87b]).

Abbildung 1.3: Es kann exponentiell viele kiirzeste Wege geben.

2 ]g bezeichnet das Innere eines Polygons, also alle Punkte aus P, deren e~Umgebung
vollstéandig in P liegt.
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Kiirzeste Pfade haben die Gestalt einer

polygonalen Kette, die nur an konvexen Polygonecken? c
abknicken kann, da sich die Kette andernfalls W
verkiirzen liefle. Dies wird klar, wenn man - b

sich den kiirzesten Pfad als ein Gummiband ¢

vorstellt, das von s nach t gespannt ist: die

Knicke im Gummiband miissen sich an einer Polygonecke abstiitzen, ohne
eine Polygonecke wiirde sich das Gummiband strammziehen. In nebenstehender
Abbildung ist 7 also kein kiirzester Pfad, da sich der Knick in Punkt ¢ nicht
auf eine Polygonecke abstiitzt. Der kiirzeste Pfad zwischen a und b wire die
gestrichelte Linie.

Genauer bestehen kiirzeste Pfade aus einer Startkante von s aus, einer
Zielkante zu ¢ hin und ansonsten nur aus Kanten, die gegenseitig sichtbare,
konvexe Hindernisecken verbinden. Diese Beobachtung fiihrt zu einem ersten
Ansatz zur Losung des Problems, bei der wir auf eine aus der Algorithmischen
Geometrie bekannte Struktur zuriickgreifen kénnen:

Definition 1.1 Sei £ eine Menge sich nicht kreuzender Liniensegmente in
der Ebene. Dann ist der Sichtbarkeitsgraph von £ ein Graph VisG(£) =
(V, E) mit

V = {alle Endpunkte der Liniensegmente in £ }

E ={(p,q) | p,q € V, pg kreuzt kein Liniensegment aus £ }.
Der Sichtbarkeitsgraph einer Menge von Polygonen P; entsteht aus VisG(.£)
mit £ = { Kanten der P, } durch Entfernen aller im Inneren eines Polygons
liegenden Sichtbarkeitskanten.

Der Sichtbarkeitsgraph von n Liniensegementen hat die Komplexitit
O(n?). Abbildung 1.4(i) zeigt ein Beispiel eines Arrangements von n Liniensegmenten,
dessen Sichtbarkeitsgraph (n?) viele Kanten enthilt. Jedoch kann der Sichtbarkeitsgraph
auch deutlich weniger Kanten enthalten, wie das Beispiel in Abbildung 1.4(ii)
zeigt.

Q) (ii) ——VisG(£)

Abbildung 1.4: Der Sichtbarkeitsgraph kann (i) Q(n?) viele Kanten enthalten, aber
auch (ii) nur O(n) viele.

3Polygonecke, deren AuBenwinkel > 7 ist.
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Algorithmus 1.1 Berechnung des kiirzesten Weges mit Hilfe des
Sichtbarkeitsgraphen

1. Berechne den Sichtbarkeitsgraph VisG(P).

2. Fiige alle Kanten (s,v) mit v € V und s sieht v ein:
Vv € V : Teste, ob das Segment sU von einer Randkante eines der
Hindernisse geschnitten wird. Ist dies nicht der Fall, dann fiige das
Segment U zum Sichtbarkeitsgraphen hinzu.

3. Fiige alle Kanten (v,t) mit v € V und ¢ sieht v ein (analog).

4. Berechne mit dem Algo. von Dijkstra in dem modifizierten Graph mit
Distanzen als Kantengewichten alle kiirzesten Wege von s.

Abbildung 1.5: VisG und Kanten von s und zu ¢.

Damit 148t sich ein kiirzester Weg
wie in Algorithmus 1.1 beschrieben berechnen.p
Abbildung 1.5 zeigt das Ergebnis der \\\\:\1'\\/[ 5
Schritte 1 bis 3 auf der Umgebung aus \ \\\\ o T
Abbildung 1.2. Die zusétzlichen Kanten ‘ \\\\'/.
lassen sich offensichtlich in Zeit O(n?) “/b
einfiigen, die Komplexitit der anderen )
beiden Schritte bedarf einer genaueren -~ VisG so far
Analyse. Beginnen wir mit der Berechnung des Sichtbarkeitsgraphen: Dieser
148t sich naiv in Zeit O(n?®) berechnen, indem fiir jedes Paar (p, q) von Ecken
das Segment pg auf Kreuzung mit den n Polygonrandsegmenten getestet
wird. Ein besseres Laufzeitverhalten hat der in Algorithmus 1.2 skizzierte
radiale Sweep, der fiir ein festes p Zeit O(nlogn) bendtigt, insgesamt also
O(n?logn).

Dies kann noch verbessert werden, indem nicht jeder Punkt fiir sich
einen radialen Sweep durchfiihrt, sondern die Bearbeitung so synchronisiert
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Algorithmus 1.2 Sweep zur Berechnung des Sichtbarkeitsgraphen

Fiir jeden Endpunkt p:
e Sortiere alle Endpunkte rechts von p nach Winkeln von p.

e Drehe einen Strahl S von p gegen den Uhrzeigersinn von Siid nach
Nord:

— Fiihre in balanciertem Baum sortiert nach Abstand von p Buch
dariiber, welche Segmente von S gerade geschnitten werden.

— Sei ¢ der Schnittpunkt von S mit dem zu p néchsten
Liniensegment auf S. Falls ¢ € V, berichte Sichtbarkeitskante
Pq.

wird, daf} Sichtinformationen weitergereicht werden kénnen. Wenn z. B. in
Abbildung 1.6(i) der Punkt f beim Sweep den Punkt a entdeckt, kann a die
Information “cd ist sichtbar” an f weiterreichen.

Die Wahl der Bearbeitungsreihenfolge R hingt dabei von der Steigung
slope(p, q) des Segmentes zwischen p und ¢ ab. Wir miissen dabei zwei Typen
von Bedingungen erfiillen, siche Abbildung 1.6(ii):

(1) slope(p, q) < slope(p,r) = (p,q) vor (p,r) bearbeiten

(2) slope(a, ¢) < slope(f,a) < slope(a,d) = (a,c) vor (f,a) vor (a,d)
Man beachte, dass in Bedingung (2) weder die erste noch die zweite Unglei-
chung aus Bedingung (1) folgt.

Die Wahl der Bearbeitungsreihenfolge werden wir spéter betrachten.
Nehmen wir zunédchst an, wir hétten eine solche Bearbeitungsreihenfolge
R bereits festgelegt. Nun wird zur Initialisierung zu jedem Punkt p ein
Zeiger g auf das erste unterhalb von p liegende Segment berechnet; also
das Liniensegment, das ein Strahl von p in negativer Y—Richtung als erstes
treffen wiirde. Liegt unter p kein Liniensegment, wird der Zeiger auf NIL
gesetzt.

Bei der Bearbeitung der Paare (p;,q;) aus der Liste R soll folgende
Invariante erhalten bleiben:

Sei q der zuletzt bearbeitete Partner von p. Dann gibt es einen
Zeiger p von p auf das in Sweeprichtung kurz hinter ¢ sichtbare
Segment o.

Nach der Initialisierung ist die Invariante erfiillt, p zeigt auf das von
p in Richtung Siiden liegende Segment. Vor der Bearbeitung eines Paares
(p,7) sei q der zuletzt bearbeitete Partner von p, und der Zeiger von p
zeige auf 0. Es gibt drei mogliche Ausgangssituationen von p, ¢ und o, siehe
Abbildung 1.7:
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d (1) e
-«
_ p ey
o -
o
- - (p,q) vor (p,7)
C
(2) 'od
b 7
e _ &
o a >~
f e c

(a,c) vor (f,a) vor (a,d)
(i) (ii)

Abbildung 1.6: (i) Sichtbarkeitsinformationen kénnen von a an f weitergereicht
werden, (ii) Typen von Bedingungen an die Bearbeitungsreihenfolge.

(iii)

Abbildung 1.7: Es gibt drei mogliche Ausgangssituationen eines Punktes p mit
zuletzt bearbeitetem Partner ¢ und sichtbarem Segment o.

(i) g ist von p aus sichtbar und Anfangspunkt eines Segments o.
(ii) ¢ ist von p aus sichtbar und Endpunkt eines Segments. o ist das auf
dem Strahl S von p durch ¢ néchste Segment hinter ¢.
(iii) ¢ ist von p aus nicht sichtbar. o ist das zu p néchste Segment auf dem
Strahl .S von p durch gq.

Bei der Bearbeitung des Paares (p,r) konnen nun folgende Félle eintreten,
siehe Abbildung 1.8:

1. r liegt hinter ¢. In allen drei Ausgangssituationen zeigt o nach wie vor
auf o.

2. r liegt vor o. Dann ist » Anfangspunkt eines Segments 7 und @ zeigt
nun auf 7.



1.1 Kiirzeste Pfade in der Ebene mit polygonalen Hindernissen 11

3. r ist Endpunkt von o. Hier muss die Sichtbarkeitsinformation fiir »
benutzt werden. Je nach Ausgangssituation gibt es in diesem Fall
folgende drei Moglichkeiten, die prinzipiell analog behandelt werden
konnen:

(i) p wird auf das erste Segment auf dem Strahl zwischen p und r
hinter r gesetzt. Dies entspricht der Ausgangssituation (ii).

(ii) In diesem Fall kann der Winkelbereich W zwischen den Strahlen
von p durch ¢ und r keinen Punkt enthalten, ansonsten wére
r nicht der nichste Partner von p. Auflerdem mufl » von p aus
sichtbar sein. Andernfalls miifite sich ein Endpunkt in W befinden,
oder o wiire nicht das nach ¢ sichtbare Segment.
Falls ein Segment 7 existiert auf das r zeigt, ist es durch die
Bearbeitung des letzten Paares (r,v) beziiglich r entstanden, dass
vor (p,r) dran war. Der Punkt v liegt unterhalb von W wegen
Teil 2) der Bearbeitungsreihenfolge. Das Segment 7 = ww muss
vollstdndig den obigen Winkelbereich W durchqueren und ist
somit sichtbar von p aus. Der untere Endpunkt u kann nicht ober-
halb vom Strahl durch r und v liegen (u konnte allerdings mit v
identisch sein), da 7 ja die Sichtbarkeitsbedingung erfiillen muss.
Der obere Endpunkt w kann nicht zwischen dem Strahl durch »
und v und dem Bereich W liegen, da dann (r,w) noch nach (r,v)
und vor (p,r) betrachtet worden wére. Der Endpunkt w kann wie
oben bereits erwédhnt nicht im Bereich W liegen. Folglich sieht p
einen Punkt r’ auf 7 und p wird also auf 7 gesetzt.

(iii) Analog zu (ii).

Damit kénnen wir den Sichtbarkeitsgraphen nach der Berechnung der
Bearbeitungsreihenfolge R in Zeit O(n?) bestimmen. Um R festzulegen,
miissen wir die Liste der Punktpaare (p;, ¢;) so sortieren, daf die Steigungen
der Liniensegmente p;q; die geforderten Eigenschaften (1) und (2) haben.
Dabei kénnen wir eine aus der Algorithmischen Geometrie bekannte Figenschaft
ausnutzen, die Dualitdt zwischen Punkten und Geraden, die gegeben ist

durch die Abbildung?
Punkt p = (pg,py) — Gerade p* ={Y =p, X —py }.

Seien p = (pg, py) und ¢ = (¢z, qy) 0. E. mit p, < ¢, gegeben. Dann gilt
fiir die Steigung des Segments
Qy - py

slope(p, ¢) = =— .
qr — Pz

“Diese Dualisierung unterscheidet sich nur im Vorzeichen von der in [Kle05]
betrachteten Dualisierung p = (pz,py) —> p* ={Y = p= X + py }.
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Fall 1: r liegt hinter o (Situation (i))

Analog Ausgangssituationen (ii) und (iii)

Fall 2: r liegt vor o (Situation (i))

Analog Ausgangssituationen (ii) und (iii)

Fall 3: r ist Endpunkt von o (Situation (ii))

Analog Ausgangssituationen (i) und (iii)

Abbildung 1.8: Drei Félle bei der Bearbeitung eines Paares (p, r).
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Dem entspricht die X—Koordinate des Schnittpunktes (z,y) der zu p und
q dualen Geraden p* und ¢*:

Y = paﬁX_py:qch_Qy

Qy — D
=4 = slope(p, q) .
dx — Pz

= X=

Abbildung 1.9: Dualisierung p = (pg, py) —> p* ={Y =p, X —p, }.

Wir kénnen also die Bedingungen aus Abbildung 1.6(ii) so iibersetzen:

(1) slope(p, q) < slope(p,r) < p* N ¢* links von p* N r* auf Gerade p*
(2a) slope(a, ¢) < slope(f,a) < a* N ¢* links von f*N a* auf Gerade a*
(2b) slope(f,a) < slope(a,d) < f*N a* links von a* N d* auf Gerade a*

Also miissen wir die Schnittpunkte im Arrangement der Geraden p; so
bearbeiten, dafi lings jeder Geraden die richtige Reihenfolge eingehalten
wird. Abbildung 1.9 zeigt ein Beispiel eines Arrangements mit den dazu
dualen Geraden. Da slope(a, ¢) < slope(f,a) gilt, mul der Schnittpunkt von
a* mit ¢* links des Schnittpunktes von f* mit a* auf a* liegen.

Zu l6sen ist nun folgendes Problem: Gegeben seien n Geraden im R? in
allgemeiner Lage, die eine Zerlegung der Ebene bewirken. Gesucht ist eine
Reihenfolge der Schnittpunkte, die mit der X—Ordnung ldngs jeder Geraden
vertréglich ist. Dazu sind folgende Verfahren bekannt:
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Seles
N o

S1 S moglich nicht moglich

(M) (iii)

[N

Tl W

Abbildung 1.10: (i) Topologischer Sweep, (ii) Elementarschritt, (iii) Die Sweepkurve
kann eine Zelle nur von oben betreten und nach unten verlassen.

Rechenzeit  Speicherplatz

Inkrementelle Konstruktion des O(n?) O(n?)
Arrangements der Geraden

(Edelsbrunner, O’Rourke, Seidel, 1986,

[EOSS6])

Sweep mit einer Geraden O(n?logn) O(n)
Sweep mit einer Kurve (topologischer O(n?) O(n)
Sweep, Edelsbrunner, Guibas, 1986,

[EGS6, EG89])

Im folgenden konzentrieren wir uns auf den topologischen Sweep. Die wesentliche
Idee dabei ist, den Sweep in der Ebene nicht mit einer Geraden durchzufiihren,
sondern mit einer Kurve, die topologisch einer Geraden entspricht:

Definition 1.2 In einem Arrangement A von Geraden heifit eine Kurve
S Pseudogerade, wenn sie jede Gerade aus A in hochstens einem Punkt
schneidet.

Beim Sweep wird also eine Sweepkurve S (Pseudogerade) iiber das Arrangement
A bewegt (Abbildung 1.10(i)). Die von S geschnittenen Geraden werden
léngs S sortiert in einem Verzeichnis mitgefiihrt. In einem Elementarschritt
des Sweeps wird die Sweepkurve iiber genau einen Schnittpunkt hinweg
gefithrt (Abbildung 1.10(ii)). Das Problem dabei ist, zwei konsekutive Geraden
lings S mit Schnittpunkt rechts von S fiir das néchste Elementarereignis zu
finden, wenn im Mittel dafiir Zeit O(1) zur Verfiigung steht.

Die Existenz solcher zwei Geraden ist jedenfalls sichergestellt: Seien G
und Gy die Geraden, deren Schnittpunkt rechts von S am weitesten links
liegt, dann miissen G und G5 entlang .S benachbart sein. Ein Elementarschritt
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ist also stets durchfithrbar, wenn es auch im allgemeinen mehrere Kandidaten
dafiir gibt.

Ein Ansatz zur Losung dieses Problems ist, in einer Liste N entlang
S sortiert fiir jede Gerade G festzuhalten, von welcher anderen Geraden
G’ das von S durchkreuzte Segment von G rechts begrenzt wird. Fiir das
Arrangement in Abbildung 1.10(i) ergibt sich also entlang der ersten eingezeichneten
Sweepkurve S; die Liste

N = { (17 2)7 (27 1)7 (37 5), (47 5)7 (574) }

Aus dieser Liste 1ifit sich ablesen, dafl die Geraden 1 und 2 sowie die
Geraden 4 und 5 benachbart und somit Kandidaten fiir den néichsten Elementarschritt
sind. Fiir die zweite Sweepkurve S ergibt sich die Liste

N = { (17 2)7 (27 1)7 (57 1)7 (374)7 (47 3) }7

und Kandidaten fiir den néchsten Elementarschritt sind die Paare (1,2) und

(3,4).

Oberer Horizontbaum 7°© Unterer Horizontbaum Ty

Abbildung 1.11: Oberer und unterer Horizontbaum.

Nach einem FElementarschritt ist die Liste N zu aktualisieren. Dabei
helfen uns obere und untere Horizontbdume, die wie folgt definiert sind, vgl.
Abbildung 1.11:

Oberer Horizontbaum 79:
e Markiere jede von S geschnittene Kante.
e Setze Markierung lings der Geraden nach rechts fort.
e Wo sich zwei markierte Kanten treffen, setze diejenige mit groflerer
Steigung nach rechts fort.

Unterer Horizontbaum Ty;:
e Markiere jede von S geschnittene Kante.
e Setze Markierung lings der Geraden nach rechts fort.
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e Wo sich zwei markierte Kanten treffen, setze diejenige mit kleinerer
Steigung nach rechts fort.

Eine Eigenschaft der Horizontbdume ist folgende: Sei e eine von S geschnit-
tene Kante von A, und seien e® und ey ihre Verlingerungen in 79, Ty;. Dann
ist e = min(eo, ev), d. h. aus T© und Ty kann schnell bestimmt werden, von
welchen Geraden die Kante e begrenzt wird; die kiirzere Kante liefert den
Schnittpunkt mit der begrenzenden Geraden.

bleibt

91 91 A

g2 g2

néchste Kante langs S

(4)

Abbildung 1.12: Aktualisierung der Horizontbiume am Beispiel von 7€.

Abbildung 1.12(i) zeigt die Aktualisierung der Horizontbdume am Beispiel
von T9: Nachdem die Sweepkurve S den Punkt v iiberschritten hat, wird
die Gerade g1, die bisher nur bis v markiert war, hinter v von .S geschnitten.
Somit wird das Segment vv’ der Geraden rechts von v Teil des Horizontbaumes.
v’ ist dabei der zu v néchstgelegene Schnittpunkt von g; mit einer markierten
Geraden g; mit groflerer Steigung. Um diese zu finden, suchen wir ldngs S
die néchste Schnittkante g3 und folgen der konvexen Kantenfolge bis zum
Schnittpunkt mit g;. Die Suche nach einem Schnittpunkt kann dabei O(n)
viele Schritte erfordern. Es kann auch vorkommen, daf3 dieselben Kanten
mehrfach abgesucht werden miissen; Abbildung 1.12(ii) zeigt ein Arrangement,
in dem bei den Knoten v und x dieselben Kanten durchsucht werden.

Um eine Ubersicht iiber die Kosten zu bekommen, wollen wir die Kosten
des Besuchs einer Kante e dem verursachenden Knoten v in Rechnung
stellen. Ideal wére, wenn Bilanzen nur zwischen Knoten und Kanten derselben
Zelle im Arrangement aufgestellt werden miiten. Abbildung 1.12(ii) zeigt
allerdings, dafl dies nicht ohne weiteres moglich ist: die Kanten, die bei der
Bearbeitung von v besucht werden, liegen nicht alle in derselben Zelle wie v.
Dies wird erst bei der Bearbeitung von z festgestellt, und z liegt in derselben
Zelle wie die Kanten, also transferieren wir die Kosten dieser Kanten auf .
Zur Berechnung dieser Kosten brauchen wir Folgendes:
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Abbildung 1.13: Zone einer Geraden ¢ in einem Arrangement A.

Definition 1.3 Sei A ein Arrangement von n nicht senkrechten Geraden,
und sei ¢ eine beliebige Gerade. Die Zone von ¢ in A besteht aus allen
Zellen, deren Abschlufl von ¢ geschnitten wird:

Zone({) := { Zellen Z in A| €N Z # 0}

Theorem 1.4 (Zonentheorem)
Sei A ein Arrangement von n mnicht senkrechten Geraden und sei £ eine
beliebige Gerade. Die Zone von ¢ hat die Komplezitit O(n).

Beweis.
In jeder Zelle gibt es einen rechten, obersten Punkt und einen linken, untersten
Punkt. Diese Punkte teilen den Rand einer Zelle eindeutig in einen linken
und einen rechten Rand.

Wir zeigen durch Induktion iiber n, dafl es hochstens 5n linke Kanten
auf den Réndern der Zonenzellen geben kann. Aus Symmetriegriinden gibt
es auch hochstens 5n rechte Kanten.

Fiir n = 1 haben wir eine linke Kante.

Fir n > 1 sei ¢; die Gerade im n=1
Arrangement, deren Schnitt mit ¢/ am /
weitesten rechts liegt (wir nehmen an,
diese sei eindeutig).

Sei v der niedrigste Schnitt von #; mit
einer Geraden aus A oberhalb von ¢ und
w der hochste Schnitt von ¢; mit einer
Geraden aus A unterhalb von /.

Sei A’ das Arrangement ohne /¢;. Lt.
Induktionsvoraussetzung hat die Zone
von ¢ in A’ hochstens 5(n — 1) linke /
Kanten. !

n>1 2 4y

Wieviele linke Kanten werden nun beim Einfiigen von 1 héchstens hinzugefiigt?
(i) Die Kante vw.
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(ii) Sei ¢y die Gerade, die ¢; in v schneidet. ¢2 hat vor dem Einfiigen von
{1 moglicherweise mehrere linke Kanten gestellt. Hochstens eine davon
kann durch Einfiigen von ¢; in v geteilt werden.

(iii) Entsprechend fiir w.

Es kommen also hochstens drei linke Kanten hinzu, also hat Zone(¢) in A
hochstens 5(n — 1) + 3 < 5n linke Kanten.

Zu zeigen ist noch, warum beim Einfiigen 01 12
von /1 keine weiteren linken Kanten geteilt
werden konnen. Nehmen wir dazu an,
die Gerade ¢ wiirde ¢; oberhalb von ¢
schneiden
= 3 Schnittpunkt v’ oberhalb von v.
= kurz rechts von ¢; kann kein Stiick von ¢ zu Zone(¢) gehoren, weil ¢ dort
in einer Region liegt, die nach unten hin von ¢; und ¢y begrenzt wird.
= es kann keine Teilung stattgefunden haben.

® (i)

Abbildung 1.14: Im rechtesten Schnittpunkt schneiden sich zwei oder mehrere
Geraden. Die gestrichelten Kanten werden neu eingefiigt.

Ist die Gerade ¢; nicht eindeutig, d. h. in dem weitesten rechts liegenden
Schnittpunkt mit ¢ schneiden sich mehrere Geraden, so wihlen wir eine
dieser Geraden als ¢1. Mit der gleichen Zahlweise wie oben stellen wir fest,
dafl wir fiir zwei schneidende Geraden 5 neue linke Kanten bekommen kénnen,
sieche Abbildung 1.14(i), fiir drei oder mehrere Geraden 4 linke Kanten
(Abbildung 1.14(ii)). O

Wir kénnen die Kosten fiir die Aktualisierung der Horizontbdume wie folgt
abschétzen:

Kosten der Aktualisierung von 79, Ty
~ Summe aller Kosteneinheiten Kante-Knoten aus je einer Zelle
Z (#Kanten von Z) - (#Knoten von Z)
Zellen Z

Z (#Kanten von Z)*
Zellen Z

IN
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< Z Z (#Kanten von Z)

Geraden G Zellen Z mit
Kante auf G

O(n) nach Theorem 1.4
e 0n?

Bemerkung: Die Kosten der Aktualisierung der Horizontbiume, nachdem die
Sweep Pseudogerade iiber einen Schnittpunkt hinweggehoben wurde, entste-
hen durch entlang laufen des Randes der aktuellen Zelle z. Der Rand einer
Zelle z kann also insgesamt maximale Anzahl Knoten von z mal durchlaufen
werden. Die Gesamtkosten ergeben sich durch Summation iiber alle Zellen z.

Damit haben wir folgende Laufzeiten gezeigt:

Aktualisierung der Horizontbaume O(n?)
= Topologischer Sweep O(n?)
= Wahl der Bearbeitungsreihenfolge O(n?)
= Konstruktion des Sichtbarkeitsgraphen O(n?)

Also gilt:

Theorem 1.5 (Welzl, 1985)
Der Sichtbarkeitsgraph von n Liniensegmenten kann in Zeit O(n?) und in
Speicherplatz O(n) konstruiert werden. [Wel85]

Dabei werden sichtbare Paare von Endpunkten nur berichtet, nicht ge-
speichert. Auflerdem setzen wir voraus, dafl sich die Punkte in allgemeiner
Lage befinden, insbesondere keine drei Punkte kollinear sind.?

Den Sichtbarkeitsgraphen in Algorithmus 1.1 kénnen wir also in Zeit
O(n?) konstruieren, auch das Hinzufiigen der Kanten zu Start- und Zielpunkt
ist in O(n?) moglich. Damit bleibt aus Algorithmus 1.1 das Problem der
Suche nach einem kiirzesten Weg in ungerichteten Graphen mit nicht-negativen
Kantengewichten; dies ist ein diskretes Problem.

Dieses Problem 18t sich mit dem Algorithmus von Dijkstra (Algorithmus 1.3,

[Dij59]) losen. Dieser verwaltet eine Welle W mit einem Ausléufer A um a
und aktualisiert in jedem Schritt die Knotenmarkierung

min. Lange eines Pfads von a nach p firpe W

d(p) = min. Lénge eines Pfads von a nach

p, der bis auf p in W verlduft firp e A

o0 sonst

® Ansonsten wiren noch einige Spezialfille zu beachten, die aber an Laufzeit und
Speicherplatz nichts &ndern wiirden.
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Algorithmus 1.3 Kiirzeste Pfade in gewichtetem Graph (Dijkstra, 1959)

Gegeben: Graph G = (V, E) zusammenhéngend, |V| =n, |E|=m
Kantengewichtung ¢ : E — RZ°, Knoten a,b € V.

Gesucht: Kantenfolge von a nach b mit minimalem Gesamtgewicht.
Solange A # ():

e Entnehme A ein p mit minimalem d(p).

o W :=WU({p}.

e Fiir alle direkten Nachbarn ¢ von p in W¢:

— d(g) :==min { d(q), d(p) + g(p ) |
— Wenn g ¢ A dann A := AU {q}.

Abbildung 1.15 zeigt einen Zwischenstand bei der Berechnung des kiir-
zesten Weges mit der aktuellen Welle W, dem aktuellen Ausldaufer A und
den aktuellen Knotenmarkierungen (fett).

Zur Implementierung des Algorithmus von Dijkstra wird eine Prioritdtswarteschlange
fir den Auslaufer A benotigt. Diese soll eine Menge von
Paaren (p, d(p)) verwalten. Die Operationen Einfiigen eines Elementes, Losch-
en des Minimums werden insgesamt O(n) mal durchgefithrt. Vermindern des
Wertes d(p) kann insgesamt O(m) mal durchgefiihrt werden. Die Elemente
befinden sich bei diesen Operationen in bekannter Position, d.h. es kann
ohne vorherige Suche darauf zugegriffen werden. Zur Realisierung dieser
Warteschlange gibt es folgende Moglichkeiten:

Fiithren wir i mal einfiigen, j mal vermindern und k mal l6schen des
Minimums in beliebiger Reihenfolge aus.

e Lineare Liste, unsortiert: Einfiigen, Vermindern in O(1), Léschen-Min
in O(i). Gesamtlaufzeit in O(i? + j)

e Fibonacci Heap (Fredman, Tarjan, 1987; beschrieben u.a. im Buch von
Ottmann und Widmayer, [OW93]): Einfiigen, Vermindern in O(1) und
Loschen—Min O(logi). Gesamtlaufzeit in O(klogi + i + j). [FT87]

e Relaxed Heap (Driscoll, Gabow, Shrairaman, Tarjan, 1988): Einfiigen,
Vermindern in O(1), Loschen-Min in O(logi).
Gesamtlaufzeit in O(klogi + j) [DGST88]

Wird der Algorithmus von Dijkstra mit Fibonacci-Heaps implementiert,
kann man in einem Graph G mit n Knoten und m Kanten die kiirzesten
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Abbildung 1.15: Welle, Ausldufer und Knotenmarkierungen wihrend des
Algorithmus von Dijkstra.

Wege von einem Knoten a zu allen iibrigen Knoten in Zeit O(n logn + m)
bestimmen.

Damit ist folgendes gezeigt:

Theorem 1.6

Gegeben seien h Polygone mit n Ecken, ein Startpunkt s und ein Zielpunkt
t. Bin kiirzester Weg von s nach t kann in Zeit O(n?) berechnet werden, die
kiirzesten Wege von s zu allen Ecken ebenfalls in Zeit O(n?).

Der Engpafl bei der bisherigen Berechnung kiirzester Wege ist die Kon-
struktion des Sichtbarkeitsgraphen. Wie bereits erwithnt, kann dieser Q(n?)
viele Kanten enthalten, jedoch auch viel weniger, vgl. Abbildung 1.4. Beim
obigen Algorithmus brauchen wir stets eine Laufzeit von 2(n?) wegen der
Konstruktion des Arrangements der dualen Geraden. Die Frage ist nun, ob
sich der Sichtbarkeitsgraph auch output—sensitiv bzgl. seiner Gréfle berechnen
1&8t. Tatséchlich ist dies moglich: Zu einem Arrangement aus n Liniensegmenten,
dessen Sichtbarkeitsgraph aus m Kanten besteht, sind folgende output—
sensitiven Algorithmen bekannt:

Overmars, Welzl, 1988: Zeit O(mlogn) und Platz O(n) [OWS8S],
Ghosh, Mount, 1987: Zeit O(nlogn + m) und Platz O(m) [GM87, GM91],
Pocchiola, Vegter, 1995: Zeit O(nlogn + m) und Platz O(n) [PV95].

Damit gilt:

Theorem 1.7 Mit der Fibonacci—Heap Implementierung des Algorithmus
von Dijkstra und der output—sensitiven Berechnung des Sichtbarkeitsgraphen
lassen sich kirzeste Wege in Zeit O(nlogn + m) berechnen.

Bei der Laufzeit ist jedoch der Anteil von O(nlogn) unvermeidlich:
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Theorem 1.8 (untere Schranke) In einer Umgebung von Polygonen mit
imsgesamt n Ecken braucht die Berechnung eines kiirzesten Pfades Zeit
Q(nlogn).

Abbildung 1.16: Reduktion: Konstruktion der konvexen Hiille auf Bestimmung des
kiirzesten Pfades.

Beweis.
Wir zeigen, daf} sich die Konstruktion der konvexen Hiille auf die Berechnung
kiirzester Pfade reduzieren 148t. Da sich Sortieren auf die Konstruktion der
konvexen Hiille reduzieren 148t, erhalten wir eine Laufzeit von Q(nlogn).
Sei eine Menge von Punkten gegeben. Sei s der linkeste Punkt, ¢ der
rechteste Punkt und H die Hohe der vertikale Abstand zwischen niedrigsten
und hochsten Punkt. Lege an jeden Punkt ein senkrecht nach unten zeigendes
Liniensegment einer Lénge > 2H. Dann entspricht der kiirzeste Weg von s
nach t der oberen konvexen Hiille, siche Abbildung 1.16. O

Die n#chste Frage ist, ob man wirklich den Sichtbarkeitsgraphen kon-
struieren muf. In der Tat ist dies nicht notig, folgender Ansatz ist als Locus
Approach bekannt und sei hier nur kurz umrissen:

Abbildung 1.17: Berechnung der Shortest Path Map.
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Wir zerlegen den freien Teil der Ebene in Regionen, so dafl alle Punkte
einer Region kombinatorisch gleiche® Kiirzeste zum Startpunkt s haben
(Shortest Path Map). In Abbildung 1.17 sind genau fiir die Punkte auf
der Hyperbel H = {z | |2p| = |2q| + a1 — a2} die Wege von s iiber
p oder iiber ¢ gleich lang. Dies entspricht einem Voronoi-Diagramm mit
additiven Gewichten, siche Abschnitt A.3.4. Die Shortest Path Map 1483t
sich mit der Continuous Dijkstra Methode berechnen: Wir lassen um s einen
Kreis wachsen. Wenn dieser eine Hindernisecke beriihrt, entsteht ein neuer
Kreis, der mit der gleichen Geschwindigkeit wie die bisherigen Kreise um
die Hindernisecke wéchst (Wellenfront). Es wird festgehalten, von welchem
Kreis ein Punkt der Ebene zuerst erreicht wird. Auf die Continuous Dijkstra
Methode werden wir in Abschnitt 1.4 noch zuriickkommen, wir halten hier
nur fest:

Theorem 1.9 (Hershberger, Suri, 1997)

Gegeben seien polygonale Hindernisse mit insgesamt n Ecken und ein fester

Startpunkt s. Dann lifst sich in Zeit O(nlogn) und Platz O(nlogn) eine

Karte der kiirzesten Wege berechnen. Diese braucht O(n) Platz und ermdglicht

fiir einen beliebigen Zielpunkt t

(i) in Zeit O(logn) die Entfernung von s zu bestimmen und

(i) in Zeit O(logn+k) den kiirzesten Weg von s nach t zu berichten, wobei

k die Anzahl der Kanten auf dem Weg ist. [HS99]

D. h. sie beriihren dieselben Ecken in derselben Reihenfolge.



