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iii) Komplexitat von G
e Untere Kanten von v aus: max

2 X height(v) «
e Balance: Teilbaum_ bei v
3 height(v) }) ({
hat >c- <§> Blatter Vad' Yadh N
(Tafel)
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e Untere Kanten von v aus: max
2 X height(v)

e Balance: Teilbaum_  bei v
height(v)
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(Tafel)

e Anzahl Knoten der Hohe h:
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e Sum. uber alle Hohen:
logg n

%hil (2h) x ((%)h . n>
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Konstruktion @
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Konstruktion ¢

e Cutting-Theorem (Ubung): konstruktiv!!
e Durchlauf von T™

e Wahrend des Aufbaus: Insgesamt O(n) viele Diagonalen
uberschreiten

e Aufbau in O(n)
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Exemplarisch: Sanduhren und G aufbauen!

Durchlauf gemaB Cutting Theorem Durchlauf
Menge von Listen L; mit ) . |L;| € O(n) in Zeit ) . |L;
Aufbau Sanduhren in Zeit ). |L;| € O(n)
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Durchlauf gemaB Cutting Theorem Durchlauf
Menge von Listen L; mit ) . |L;| € O(n) in Zeit ) . |L;
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Exemg isc

Q)

Durchlauf gemaB Cutting Theorem Durchlauf
Menge von Listen L; mit ) . |L;| € O(n) in Zeit ) . |L;
Aufbau Sanduhren in Zeit ). |L;| € O(n)
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Durchlauf gemaB Cutting Theorem Durchlauf
Menge von Listen L; mit ) . |L;| € O(n) in Zeit ) . |L;
Aufbau Sanduhren in Zeit ). |L;| € O(n)
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T
G /ﬁ@\g\
2.1 : L2. %) L34
31/'{ L3213, 33L§3 \34

Durchlauf gemaB Cutting Theorem Durchlauf
Menge von Listen L; mit ) . |L;| € O(n) in Zeit ) . |L;
Aufbau Sanduhren in Zeit ). |L;| € O(n)
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und G aufbauen!

T
........ .
\-21%32.2 —L34

Durchlauf gemaB Cutting Theorem Durchlauf
Menge von Listen L; mit ) . |L;| € O(n) in Zeit ) . |L;
Aufbau Sanduhren in Zeit ). |L;| € O(n)
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Zusammenfassung des Problems/Analyse
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Zusammenfassung des Problems/Analyse

Berechne Triangulation T" und Dual T*: O(n)

Berechne hierarch. bal. Baum T, Sch.-Graph G: O(n)
Komplexitit G: O(n)

Berechne alle Sanduhren von G- O(n)

Navigation zw. Dreiecken in G: Sequenz v. Diagonalen: O(logn)
Konkat. Sanduhren fiir finale Sanduhr: O(logn)

Berechne Shortest Path aus final. Sanduhr: O(logn + k)

N kR b=

Query: Start A € P, Ziel B € I: Lose 5), 6) und 7)!!
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Berechne Shortest Path aus finaler Sanduhr
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Berechne Shortest Path aus finaler Sanduhr

e Finale Sanduhr, Ziel und Start
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Berechne Shortest Path aus finaler Sanduhr

e Finale Sanduhr, Ziel und Start
e Data structure: Tangentenpunkte in logarithm. Zeit
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Berechne Shortest Path aus finaler Sanduhr

e Finale Sanduhr, Ziel und Start
e Data structure: Tangentenpunkte in logarithm. Zeit

e Linge in O(1),
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Berechne Shortest Path aus finaler Sanduhr

e Finale Sanduhr, Ziel und Start
e Data structure: Tangentenpunkte in logarithm. Zeit

e Lange in O(1), Pfad in O(k)
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Datenstruktur Hourglass
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Datenstruktur Hourglass

e Ketten der Sanduhren in bal. Baum speichern
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Datenstruktur Hourglass

e Ketten der Sanduhren in bal. Baum speichern
e Tangente in logarithm. Zeit berechnen
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Datenstruktur Hourglass
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Komplexitat aller Sanduhren in O(n)
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Komplexitat aller Sanduhren in O(n)

e Sanduhr mit Rand d; benutzt d;
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Komplexitat aller Sanduhren in O(n)

e Sanduhr mit Rand d; benutzt d;
e d; liegt in G auf Pfad von d; zu d;
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Komplexitat aller Sanduhren in O(n)

e Sanduhr mit Rand d; benutzt d;
e d; liegt in G auf Pfad von d; zu d;
e Verwendung in Sanduhren mit d;: Lange dieses Pfades mal
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Komplexitat aller Sanduhren in O(n)

e Sanduhr mit Rand d; benutzt d;
e d; liegt in G auf Pfad von d; zu d;

e Verwendung in Sanduhren mit d;: Lange dieses Pfades mal

height(di) -,
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Komplexitat aller Sanduhren in O(n)

e Sanduhr mit Rand d; benutzt d;

e d; liegt in G auf Pfad von d; zu d;

e Verwendung in Sanduhren mit d;: Lange dieses Pfades mal
o Y E4): O(height(d;)?)
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Komplexitat aller Sanduhren in O(n)

e Sanduhr mit Rand d; benutzt d;

e d; liegt in G auf Pfad von d; zu d;

e Verwendung in Sanduhren mit d;: Lange dieses Pfades mal
o S 1ol (4) i O(height(d;)?)

e Auch zur anderen Seite: 2 mal
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Komplexitat aller Sanduhren in O(n)

e Sanduhr mit Rand d; benutzt d;

e d; liegt in G auf Pfad von d; zu d;

e Verwendung in Sanduhren mit d;: Lange dieses Pfades mal
o Y E4): O(height(d;)?)

e Auch zur anderen Seite: 2 mal
logg n

2 9 h
e Sum. uber alle Hohen: Z 2 X <(§> xn | xh?

h=1
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Komplexitat aller Sanduhren in O(n)

e Sanduhr mit Rand d; benutzt d;

e d; liegt in G auf Pfad von d; zu d;

e Verwendung in Sanduhren mit d;: Lange dieses Pfades mal
o Y E4): O(height(d;)?)

e Auch zur anderen Seite: 2 mal
logg n

2 h
e Sum. uber alle Hohen: Z 2 X ((%) X n) xh? € O(n)

h=1
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Komplexitat aller Sanduhren in O(n)

e Sanduhr mit Rand d; benutzt d;

e d; liegt in G auf Pfad von d; zu d;

e Verwendung in Sanduhren mit d;: Lange dieses Pfades mal
o Y E4): O(height(d;)?)

e Auch zur anderen Seite: 2 mal
logg n

2 h
e Sum. uber alle Hohen: Z 2 X ((%) X n) xh? € O(n)

h=1
e Lemma 1.14
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Konstruktion G + Sanduhren

e Cutting-Theorem (Ubung): konstruktiv!!

e Durchlauf von T™

e Wahrend des Aufbaus: O(n) viele Diagonalen tiberschreiten
e Dabei Sanduhren aufbauen
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Sanduhrenlemma: Lemma 1.15
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Sanduhrenlemma: Lemma 1.15

Sanduhr S(d;, d;) zwischen d; und d; mit m(d;, d;) Diagonalen.
Datenstruktur mit folgender Eigenschaft existiert:

i) Entfernung zwischen Punkten in D; und D; in O(log(m(d;,d;))
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Sanduhrenlemma: Lemma 1.15

Sanduhr S(d;, d;) zwischen d; und d; mit m(d;, d;) Diagonalen.
Datenstruktur mit folgender Eigenschaft existiert:

i) Entfernung zwischen Punkten in D; und D; in O(log(m(d;,d;))

ii) Kiirzeste Wege zwischen Punkten in D; und D; in
O(log(m(d;, d;)) + k)
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Sanduhrenlemma: Lemma 1.15

Sanduhr S(d;, d;) zwischen d; und d; mit m(d;, d;) Diagonalen.
Datenstruktur mit folgender Eigenschaft existiert:

i) Entfernung zwischen Punkten in D; und D, in O(log(m(d;,d;))
ii) Kiirzeste Wege zwischen Punkten in D; und D; in
O1og(m(di, ;) + k)
iii) Konkatenation zweier Sanduhren S(d;,d;) und S(d;,d;) zu einer
Sanduhr in Zeit O(log(m(d;,d;)) + log(m(d;,d;)))
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Sanduhrenlemma: Lemma 1.15

Sanduhr S(d;, d;) zwischen d; und d; mit m(d;, d;) Diagonalen.
Datenstruktur mit folgender Eigenschaft existiert:

i) Entfernung zwischen Punkten in D; und D, in O(log(m(d;,d;))
ii) Kiirzeste Wege zwischen Punkten in D; und D; in
O1og(m(di, ;) + k)
iii) Konkatenation zweier Sanduhren S(d;,d;) und S(d;,d;) zu einer
Sanduhr in Zeit O(log(m(d;,d;)) + log(m(d;,d;)))

Beweis: Skizze fiir iii)!!!
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Algorithmus 1.6

e Preprocessing:

-G + Rooted Tree
— Sanduhren fur Kanten
— Lokalisation Dreiecke

e Query, p, q:

— Lokalisation D, und D,
— Pfad zw. D, und D, in G

— Sanduhr S(d,, d,) aus Sanduhren entlang des Pfades
— Lange oder kurzester Weg
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Guibas/Hershberger: Laufzeiten
e Datenstrukturen: @ Rooted Tree, Sanduhren, Trapezzerlegung
e Preprocessing Zeit: O(n)
e Komplexitat: O(n)
e Lokalisation Dreiecke: O(logn)
e Pfad in G in O(logn)
e Konkatenation Sanduhren in O(log®n) (O(logn))
e Query: O(logn + k) oder O(logn) fiir die Lange
e [heorem 1.16
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1.2.3 Durchmesser einfacher Polygone
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1.2.3 Durchmesser einfacher Polygone
e Einfaches Polygon P

Offline Bewegungsplanung 28.10.13 Kurzeste Wege (©EImar Langetepe WS '1314 13



1.2.3 Durchmesser einfacher Polygone
e Einfaches Polygon P

e Langster Kurzester Weg zwischen zwei Punkten
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1.2.3 Durchmesser einfacher Polygone
e Einfaches Polygon P

e Langster Kurzester Weg zwischen zwei Punkten
e Endpunkte sind Ecken des Polygones

Maximieren
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1.2.3 Durchmesser einfacher Polygone
e Einfaches Polygon P

e Langster Kurzester Weg zwischen zwei Punkten
e Endpunkte sind Ecken des Polygones

e
»
.
.
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3
»
R
Y
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1.2.3 Durchmesser einfacher Polygone
e Einfaches Polygon P

e Langster Kurzester Weg zwischen zwei Punkten
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Idee der Berechnung:
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Idee der Berechnung:

® Di, Pj. Pi, Pm entlang des Randes
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Idee der Berechnung:

® Di, Pj. Pi, Pm entlang des Randes

j )
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Idee der Berechnung:

® Di, Pj. Pi, Pm entlang des Randes

pJ

j )

Offline Bewegungsplanung 28.10.13 Kurzeste Wege (©EImar Langetepe WS '1314 14



Idee der Berechnung:

® Di, Pj. Pi, Pm entlang des Randes

pJ

j )
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Idee der Berechnung:

® Di, Pj. Pi, Pm entlang des Randes

pm pJ

j )
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Idee der Berechnung:

® Di, Pj. Pi, Pm entlang des Randes
e Monge Eigenschaft: d(p;, pm) + d(pj, i) < d(pispi) + d(pj, Pm)

pm pJ

j )
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Idee der Berechnung:

® Di, Pj. Pi, Pm entlang des Randes

e Monge Eigenschaft: d(pi, pm) + d(pj, p1) < d(pi p1) + d(pj; pm)
o Wege m(p;, p1) und 7(p;, pm) schneiden sich

pl

pm pJ

D1
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Idee der Berechnung:

® Di, Pj. Pi, Pm entlang des Randes
e Monge Eigenschaft: d(p;, pm) + d(p;,p1) < d(ps, p1) + d(pj, pm)
o Wege m(p;, p1) und 7(p;, pm) schneiden sich

e Dreiecksungleichungen anwenden!!
pl

pm pJ

D1
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Idee der Berechnung:

® Di, Pj. Pi, Pm entlang des Randes
e Monge Eigenschaft: d(p;, pm) + d(pj, i) < d(pispi) + d(pj, Pm)
o Wege m(p;, p1) und 7(p;, pm) schneiden sich

e Dreiecksungleichungen anwenden!!
pl

m " ’

j )
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Idee der Berechnung:

® Di, Pj. Pi, Pm entlang des Randes
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Idee der Berechnung:
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Idee der Berechnung:

® Di, Pj. Pi, Pm entlang des Randes

e Monge Eigenschaft: d(p;, pm) + d(p;,p1) < d(ps, p1) + d(pj, pm)
o Wege m(p;, p1) und 7(p;, pm) schneiden sich

e Dreiecksungleichungen anwenden!!
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Matrix A mit schoner Eigenschaft!

1 2 3 n—1 n
1 (1-mnfd(1,2)d(1,3)...d(1,n —1) d(1,n)
2 |1-n2—nld(2,3)...4(2,n—1) d(2,n)
3 l1-n2—-n 3—n|...d3,n—1) d(3,n)

n—1{1-n2-n 3—n... d(n — 1,n)
n \1—77,2—71 3—n ... 0 )

d(i, j) entspricht d(pi,pj) und p1,pa2,...,pn Knoten entlang des
Randes von P!
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Def. 1.17: Monotone Matrix!
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Def. 1.17: Monotone Matrix!

n x m-Matrix A = (a;p) heiBt monoton, falls
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Def. 1.17: Monotone Matrix!

n x m-Matrix A = (a;p) heiBt monoton, falls

Vi<i<ji<n,1<k<fl<m:(a<ap=ar<aj).
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Def. 1.17: Monotone Matrix!

n x m-Matrix A = (a;p) heiBt monoton, falls

Vi<i<ji<n,1<k<fl<m:(a<ap=ar<aj).

k 14
l i < Qg
J
J Ak < Qi
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Linkeste Zeilenmaxima weiter nach rechts
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Linkeste Zeilenmaxima weiter nach rechts
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Lemma 1.19: A ist monoton!
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Lemma 1.19: A ist monoton!

1 2 3 n—1 n
1 (1-nld(1,2)d4(1,3)...d(1,n—1) d(1,n)
2 l1—-n2-—nld(2,3)...4(2,n—1) d(2,n)
3 l1-n2—-n 3—n|...d3,n—1) d4(3,n)

n—11-n2—-n 3—n ... ... |d(n—1,n)
n \1—77,2—71 3—n ... 0 )
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Lemma 1.19: A ist monoton!

1 2 3 n—1 n
1 (1-nld(1,2)d4(1,3)...d(1,n—1) d(1,n)
2 l1—-n2-—nld(2,3)...4(2,n—1) d(2,n)
3 l1-n2—-n 3—n|...d3,n—1) d4(3,n)

n—11-n2—-n 3—n ... ... |d(n—1,n)
n \1—77,2—71 3—n ... 0 )

Beweis!!!
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Theorem 1.20: Maxima fur monotone Matrizen
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Theorem 1.20: Maxima fur monotone Matrizen

e Monotone n x m-Matrix A = (a;z), m >n

Offline Bewegungsplanung 28.10.13 Kurzeste Wege (©EImar Langetepe WS '1314 19



Theorem 1.20: Maxima fur monotone Matrizen

e Monotone n x m-Matrix A = (a;z), m >n
e Alg.1.7 Spaltenreduktion (Spalten streichen): monotone
n X n-Matrix A’
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Theorem 1.20: Maxima fur monotone Matrizen

e Monotone n x m-Matrix A = (a;z), m >n
e Alg.1.7 Spaltenreduktion (Spalten streichen): monotone
n X n-Matrix A’

e Zeilenmaxima (A, 1)
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Theorem 1.20: Maxima fur monotone Matrizen

e Monotone n x m-Matrix A = (a;z), m >n
e Alg.1.7 Spaltenreduktion (Spalten streichen): monotone
n X n-Matrix A’

e Zeilenmaxima (A, ) aus Zeilenmaxima (A’ i) gewinnen
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Theorem 1.20: Maxima fur monotone Matrizen

e Monotone n x m-Matrix A = (a;z), m >n

e Alg.1.7 Spaltenreduktion (Spalten streichen): monotone
n x n-Matrix A’

e Zeilenmaxima (A, ) aus Zeilenmaxima (A’ i) gewinnen

e Alg.1.8 Zeilenreduktion (gerade Zeilen auswahlen): Monotone
n X m-Matrix B
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Theorem 1.20: Maxima fur monotone Matrizen

e Monotone n x m-Matrix A = (a;z), m >n

e Alg.1.7 Spaltenreduktion (Spalten streichen): monotone
n x n-Matrix A’

e Zeilenmaxima (A, ) aus Zeilenmaxima (A’ i) gewinnen

e Alg.1.8 Zeilenreduktion (gerade Zeilen auswahlen): Monotone
n X m-Matrix B

e /eilenmaxima ungerade Zeilen
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Theorem 1.20: Maxima fur monotone Matrizen

e Monotone n x m-Matrix A = (a;z), m >n

e Alg.1.7 Spaltenreduktion (Spalten streichen): monotone
n X n-Matrix A’

e Zeilenmaxima (A, ) aus Zeilenmaxima (A’ i) gewinnen

e Alg.1.8 Zeilenreduktion (gerade Zeilen auswahlen): Monotone
n X m-Matrix B

e /eilenmaxima ungerade Zeilen aus Zeilenmaxima gerade Zeilen
gewinnen
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Theorem 1.20: Maxima fur monotone Matrizen

e Monotone n x m-Matrix A = (a;z), m >n

e Alg.1.7 Spaltenreduktion (Spalten streichen): monotone
n x n-Matrix A’

e Zeilenmaxima (A, ) aus Zeilenmaxima (A’ i) gewinnen

e Alg.1.8 Zeilenreduktion (gerade Zeilen auswahlen): Monotone
n X m-Matrix B

e /eilenmaxima ungerade Zeilen aus Zeilenmaxima gerade Zeilen
gewinnen

e Rekursiv mit Spaltenreduktion (Alg. 1.7)!!
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Alg. 1.7: Spaltenreduktion
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Invariante: a11 > ai2

Alg. 1.7: Spaltenreduktion

a1,3

AVARLY,

a2 2 a2 3

a3 3

AVARAVARLY,

1.4
a2 4
3.4

4.4

ai,5
a2 5
as.5

4.5
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Invariante: a11 > ai2

Alg. 1.7: Spaltenreduktion

a1,3

AVARLY,

a2 2 a2 3

a3 3

Falls nein, dann:

AVARAVARLY,

1.4
a2 4
3.4

4.4

ai,5
a2 5
as.5

4.5
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Invariante: a11 > ai2

Falls nein, dann: a1 1 > ai9

Alg. 1.7: Spaltenreduktion

> a1,3 2

292 = Q23 =
a3 3 =

> a13

292 = @23
a3 3

1.4
a2 4
3.4

4.4

>

[V

Vv

ai,5
a2 5
as.5

4.5

VvV = IV = IV = |V
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Alg. 1.7: Spaltenreduktion
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Invariante: a11 > ai2

Alg. 1.7: Spaltenreduktion

ai,3

AVARNY,

az 2 a2 3

as 3

AVARAVARLY,

1.4
a2 4
3.4

4.4

ai.5
a2 5
as.5

4,5
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Invariante: a11 > ai2

Falls ja, dann:

Alg. 1.7: Spaltenreduktion

ai,3

AVARNY,

az 2 a2 3

as 3

AVARAVARLY,

1.4
a2 4
3.4

4.4

ai.5
a2 5
as.5

4,5

Offline Bewegungsplanung

28.10.13 Kurzeste Wege (©EImar Langetepe

WS 1314

21



Invariante: a11 > ai2

Falls ja, dann: a1 1 > a12

Alg. 1.7: Spaltenreduktion

> a3 2
292 = Q23 =
a3 3 =

> a1.3

292 = (23

1.4
a2 4
3.4
?
a4.4 <
1.5
a2 5

ass < 0Asgs

4,5

ai.5
a2 5
as.5

4,5
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Invariante: a11 > ai2

Falls ja, dann: a1 1 > a12

Alg. 1.7: Spaltenreduktion

> a3 2
292 = Q23 =
a3 3 =

> a1.3

292 = (23

1.4
a2 4
3.4
?
a4.4 <
1.5
a2 5

ass < 0Asgs

Streiche Spalte 4, weil:

4,5

ai.5
a2 5
as.5

4,5
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Alg. 1.7: Spaltenreduktion

Invariante: a11 > a12 > a13 > ais
292 = Q23 = QA24
a33 = Q34
?
a4.4 <
Falls ja, dann: a1 1 > a12 > ai3 a1,5
az2 = (2.3 az.s

?
ass < 0Asgs

4,5

Streiche Spalte 4, weil:

g 4 S ;. 3 fur ¢ = 1, 2,3 und g 4 < ;5 fur ¢ = 4, ce

ai.5
a2 5
as.5

4,5

s T
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Alg. 1.7: Spaltenreduktion
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Alg. 1.7: Spaltenreduktion

Letzte Zeile erreicht!
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Alg. 1.7: Spaltenreduktion

Letzte Zeile erreicht!

a1 =2 G412 =2 @13 ... Alp = Glpsl --- A1m
a2 =2 Q23 ... A2y, = QA2p41 ... A2.m
Un.n Z An.nt+1 --- Anm
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Alg. 1.7: Spaltenreduktion

Letzte Zeile erreicht!
a1 = ai2 =2
29 =2

ai,3
az.3

a1,n
a2 n

An n

Komplette Spalte n + 1 Streichen!!

V1V

[V

a1,n+1
a2 n+1

an,n—i—l
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Alg. 1.7: Spaltenreduktion

Letzte Zeile erreicht!

a1 = Q12 =2 G413 ... G1n = G1n41
22 =2 G233 ... A2n, = 42541
Un.n Z An . n+1

Komplette Spalte n + 1 Streichen!!

?
Weiter mit Vergleich: a,, , < ap 49
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Alg. 1.7: Spaltenreduktion

Letzte Zeile erreicht!

a1 =2 G412 =2 @13 ... Alp = Glpsl --- A1m
a2 =2 Q23 ... A2y, = QA2p41 ... A2.m
Un.n Z An.nt+1 --- Anm

Komplette Spalte n + 1 Streichen!!

?
Weiter mit Vergleich: a,, , < ap 49

Beispiel!ll
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Alg. 1.7: Spaltenreduktion
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Alg. 1.7: Spaltenreduktion

e Input: monotone n x m Matrix A, m > n
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Alg. 1.7: Spaltenreduktion

e Input: monotone n x m Matrix A, m > n
e QOutput: monotone n x n Matrix A’
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Alg. 1.7: Spaltenreduktion

e Input: monotone n x m Matrix A, m > n
e QOutput: monotone n x n Matrix A’
e Zeilenmaxima von A’ und A identisch
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Alg. 1.7: Spaltenreduktion

e Input: monotone n x m Matrix A, m > n
e QOutput: monotone n x n Matrix A’

e Zeilenmaxima von A’ und A identisch

e Analyse:
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Alg. 1.7: Spaltenreduktion

e Input: monotone n x m Matrix A, m > n
e QOutput: monotone n x n Matrix A’

e Zeilenmaxima von A’ und A identisch

e Analyse:

— O(m) Vergleiche
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Alg. 1.7: Spaltenreduktion

e Input: monotone n x m Matrix A, m > n
e QOutput: monotone n x n Matrix A’

e Zeilenmaxima von A’ und A identisch

e Analyse:

— O(m) Vergleiche

— O(m) Zeiger flir Rekonstruktion
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Alg. 1.7: Spaltenreduktion

e Input: monotone n x m Matrix A, m > n
e QOutput: monotone n x n Matrix A’

e Zeilenmaxima von A’ und A identisch

e Analyse:

— O(m) Vergleiche

— O(m) Zeiger flir Rekonstruktion
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