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Kap. 5: Voronoi Diagramme

e Zerlegung der Ebene in Zellen gleicher Nachbarschaft

e Gegeben eine Menge von Orten p1,pa,...,pn im R

e Bekannte Struktur in vielen Wissenschaften

e Kap. 5: Definition, Strukturelle Eigenschaften, Anwendungen,
Duales

e Kap. 6: Berechnungsalgorithmen, Sweep, Inkrementell
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Formale Definition: Voronoi Diagramm, Punktm. S

e Abstand, Ort p = (p1,p2), Punkt x = (1, x2):
pz| == \/(p1 — 21)?) + (p2 — 72)°
e Bisektor zweier Punkte: B(p,q) := {x € R?||px| = |qz|}

e B(p,q) zerlegt die Ebene in:
D(p,q) == {z € R?| |pz| < |qz|} und
D(q,p) == {z € R?| |pz| > |qz|}

e Voronoi Region von p bezgl. Punktmenge S:
VR(p,S) = Nyes\(p P 0)
Alle Punkte, die naher an p liegen als
an jedem anderen Punkt aus S

e VR(p,S) ist offene Menge, Rand gehort nicht dazu
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e Voronoi-Diagramm: V(8) := R*\ {VR(p, S)|p € S}
e Das was stehen bleibt: Graph G = (V, F)
e Schnitt von Halbebenen: Jede Region ist konvex!

e Jeder Punkt auf dem Rand gehort zu einem Bisektor
VR(p, 5) N VR(q, S) € D(p,q) N D(g,p) = B(p,q)
e Randstiick-Bezeichnung: Voronoi-Kante (Bisektor),
Voronoi-Knoten (Ubergang)

e Konvex: Von einem Bisektor nur ein Stuck!

e Insgesamt Wabenmuster: Planarer Graph, bestehend aus
Bisektorstucken
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Strukturlemma: Wozu gehért © € R*?

Lemma 5.1 Sei x ein Punkt in der Ebene, und sei C(x) der sich von
x ausbreitende Kreis. Dann gilt:

C'(x) trifft zuerst nur auf p <= x liegt in Vor.-Reg.
von p

C'(x) trifft zuerst nur auf p,q <= x liegt auf Vor.-Kante zwischen
Reg. von p u. ¢q

C'(x) trifft zuerst genau < x ist Vor.-Knoten,
auf p1,...,pp mit k>3 Reg. von pq,...,pr grenzen an

Im letzten Fall entspricht die Ordnung der Punkte pq, ..., pr auf
dem Rand von C(x) der Ordnung ihrer Voronoi-Regionen um zx.
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Weitere Eigenschaften!
Allgemeine Lage: Keine vier Orte aus S auf einem Kreis!
Jeder Knoten von V(S) hat Grad 3!
Zusammenhang: Konvexe Hulle und Voronoi-Diagramm

Lemma 5.2 Genau dann hat ein Punkt p € S eine unbeschrankte

Voronoi-Region, wenn er auf dem Rand der konvexen Hulle von S
liegt.

Beweis: Zwei Richtungen beweisen! Lemma 5.1 verwenden
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Beschrankung des Diagramms
Vo(S): Interessanter Teil, echte Graphstruktur

Theorem 5.3 Das Voronoi-Diagramm einer Menge von n Punkten in

der Ebene hat O(n) viele Knoten und Kanten. Im Mittel hat jede
Flache hochstens 6 Kanten.

Beweis: Grad(v) > 3, Korollar 1.2, gilt fur V(S) und V(.5)
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Konvexe Hulle ermitteln

Theorem 5.4 Aus dem Voronoi-Diagramm V' (S) [aBt sich in linearer
Zeit die konvexe Hulle von S bestimmen.

Korollar 5.5: Die Berechnung des Voronoi-Diagramms V' (.S) von n
Punkten hat Zeitkomplexitat 2(nlogn).

Beweis: Datenstruktur V' (S) gegeben, durchlaufe unbeschrankte
Regionen

Maximal 2n Kanten
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Anwendung: Post Office Problem

e S eine Menge von Postamtern

e \Welches liegt am nachsten zu Standort x7

e Voronoi-Diagramm: Zellen der nachsten Nachbarschaft

e Aufgabe: Finde Zelle Z mit x € Z

e Gleiche Antwort fiir alle x in einer Region V R(p, S): Locus
approach!
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Nachstes Postamt: Streifenmethode

Theorem 5.6 Zu n Orten in der Ebene kann mittels des
Voronoi-Diagrammes eine Datenstruktur aufgebaut werden, die fur
jeden Anfragepunkt, den nachstgelegenen Ort in O(logn)
bestimmen |aBt.

Ablegen in zwei Baumstrukturen: 1. Y-Koordinaten, 2.
Segment-Schlussel
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Kapitel Buch

Kapitel 5 Seite 209 oben — 221 mitte
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