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Kapitel 1

Einfithrung

Im ersten Teil der Vorlesung Algorithmen und Berechnungskomplezitit ha-
ben wir im vergangenen Semester verschiedene klassische algorithmische
Fragestellungen (Sortieren, Flussprobleme, Graphenprobleme, Bin-Packing,
Knapsack, etc.) untersucht, Losungspline dafiir entworfen und die Effizienz
dieser Pldne untersucht.

Die Losungspléane beruhten dabei auf sehr unterschiedlichen Vorgehenswei-
sen (Divide-and-Conquer, Inkrementelle Konstruktion, Greedy, Dynamische
Programmierung, etc.). Diese Paradigmen haben wir fiir verschiedene Fra-
gestellungen zur Anwendung gebracht.

Fiir die Analyse der Losungen wurden dann die wesentlichen Berechnungs-
schritte asymptotisch abgeschétzt. Neben der formalen Beschreibung dieser
Abschitzungen (O- und Q-Notation) haben wir auch verschiedene Methoden
der Analyse (Rekursionsgleichungen, Induktionsbeweise, strukturelle Eigen-
schaften, Rekursionstiefe, etc.) kennengelernt und angewendet. Auflierdem
haben wir gesehen, dass zur rechnergestiitzten Umsetzung der Losungspléne
eine geeignete, effiziente Représentation der Daten (Datenstrukturen) im
Rechner notwendig ist. Ein wesentlicher Bestandteil der Vorlesung war die
formale Analyse der vorgestellten Techniken und Strukturen. Dadurch konn-
ten wir Giitegarantien abgeben. Die Formulierung der Algorithmen wurde
im Wesentlichen durch Pseudocode dargestellt, der sich im Prinzip in jeder
hoheren Programmiersprache umsetzen lésst.

Neben diesen klassischen algorithmischen Prinzipien haben wir auflerdem
bereits eine formale Beschreibung von Sprachen vorgenommen. Formale
Sprachen und Grammatiken werden beispielsweise benutzt, um Program-
miersprachen syntaktisch korrekt zu beschreiben und semantisch richtig zu
interpretieren. Wir hatten bereits festgestellt, welche Sprachen sich durch
welche Automaten exakt beschreiben lassen oder genauer welche Sprachen
durch welchen Automaten entschieden werden kénnen. Damit wurde insge-
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samt bereits ein Schritt zu den in dieser Vorlesung zu behandelnden Fra-
gestellungen getan: Gegeben ist ein formales Automaten-Konzept, welche
Sprachen lassen sich entscheiden und fiir welche Sprachen ist das Konzept
nicht mehr ausreichend? Diese Betrachtungsweisen werden uns in dieser Vor-
lesung sicher helfen.

Nicht alle vorgestellten Algorithmen waren wirklich effizient. Beispielsweise
hat der Algorithmus von Ford und Fulkerson eine Laufzeit von O(C - m)
bendtigt oder beim Rucksackproblem ergab die Dynamische Programmie-
rung eine Laufzeit von O(n - G) hierbei gehorten C' (Summe aller Kan-
tengewichte) und G (Gesamtkapazitit des Rucksackes) eigentlich nicht zur
Eingabegrofie der m Kanten und n Gegensténde. Bei solchen Ergebnissen
spricht man auch von pseudopolynomieller Laufzeit. Gibt es Algorithmen,
die ohne eine solche Beschrinkungen auskommen? Oder kann man zeigen,
dass bestimmte Probleme wohl gar nicht besser gelost werden kénnen? Gibt
es Probleme, die grundsétzlich gar nicht mit modernen Computern gelost
werden kénnen?

Es gibt erstaunlicherweise tatséchlich Problemstellungen die mit modernen
Computern nicht gelost werden kénnen. Dazu gehort beispielsweise das soge-
nannte Halteproblem. Es lédsst sich kein Java-Programm schreiben, dass als
Eingabe ein beliebiges anderes Java-Programm erhéilt und fiir dieses Pro-
gramm entscheidet, ob es terminiert oder nicht. Hier ist eine Grenze der
Berechenbarkeit erreicht. Und zwar nicht, weil bislang noch Niemand einen
passenden Trick gefunden hat, das Problem zu l6sen. Nein, es ldsst sich for-
mal beweisen, dass es so ein Programm nicht geben kann. Es geht also in
dieser Vorlesung um die Berechenbarkeit und auch um eine Charakterisie-
rung von Schwere-Klassen der Problemstellungen je nach Komplexitiit.

Zunéchst brauchen wir dazu ein formales Modell eines Rechners. Wir miissen
sicher beschreiben kénnen, was wir unter der Berechnung einer Probleml6sung
mit einem Computer verstehen wollen.

Dazu verwenden wir die nach Alan Turing (Britischer Mathematiker) be-
nannten Turingmaschinen. Alles was im intuitiven Sinne (zum Beispiel durch
ein Java-Programm) berechenbar ist, kann auch durch eine Turingmaschine
mit entsprechender Kodierung berechnet werden und umgekehrt. Unser for-
males Konzept ist also gar keine Einschrinkung, gibt uns lediglich sicheren
Boden fiir unsere Beweise.

Wir beginnen mit der formalen Modellierung von Problemen durch geeignete
Funktionen f : IN" — IN auf den natiirlichen Zahlen. Aulerdem werden wird
die Zahlen binér kodieren.

Das vorliegende Skript setzt sich aus verschiedenen Quellen zum Thema
zusammen und versucht fiir diese eine einheitliche Bezeichnung durchzuhal-
ten. Da das Skript erst im Laufe des Semesters entsteht, sind Hinweise der
Studierenden iiber Fehler oder Ungereimtheiten sehr willkommen.
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1.1 Modellierung und Kodierung von Problemen

Alle bisher von uns betrachteten Berechnungsprobleme lassen sich wie folgt
klassifizieren. Gegeben ist eine Eingabe und dafiir soll eine Ausgabe berech-
net werden. Ein- und Ausgaben sind dabei im wesentlichen Worter {iber
einem festgelegten Alphabet Y. Es ist fiir uns keine Einschrinkung, wenn
wir grundsétzlich das Alphabet ¥ = {0,1} verwenden und die Ein- und
Ausgaben dariiber definieren. Zur Beschreibung der Mengen von Wortern
und deren Langen verweisen wir auf die vorhergehende Veranstaltung.

Anhand von ein paar Beispielen wollen wir zunéchst sehen, wie wir uns die
Kodierung der Ein- und Ausgabe eine Problems durch Bin&rzahlen vorstel-
len kénnen. Dabei fangen wir sehr simpel an. Es kommt hier im wesentli-
chen nur darauf an, zu erkennen, dass sich jedes beliebiges Rechenproblem
entsprechend kodieren lédsst. Wie geschickt oder effizient die Kodierung ist,
spielt zunéchst keine Rolle.

Beispiel 1: Addition zweier Zahlen
Eingabe: Zwei binér kodierte Zahlen a und b
Ausgabe: Die binér kodierte Zahl ¢ = a + b

Dieses Problem kénnen wir direkt mit einer Funktion f : 3* — »* beschrei-
ben. Um bei der Eingabe a und b zu trennen, erweitern wir das Alphabet
durch ein Symbol # und kénnen somit die beiden Eingabewerte vonein-
ander trennen. Mit bin(a) bezeichnen wir die Bindrdarstellung von a. Bei-
spielsweise ist bin(7) = 111 und bin(1) = 1. Das Ergebnis fiir die Eingabe
bin(7)#bin(1) ist dann bin(8) = 1000.

Klassischerweise werden in der Komplexitétstheorie zunéchst Entscheidungs-

probleme gelost. Genauer wird dann als Ausgabe lediglich eine Ja/Nein Ant-
wort bendtigt, diese lasst sich durch 1 respektive 0 kodieren.

Beispiel 2: Einfache Rundtour in einem Graphen (Hamilton Circle)
Eingabe: Ein binér kodierter Graph G = (V, E) und ein Startknoten v

Ausgabe: Das Zeichen 1, falls es einen Weg in V' gibt, der bei v startet und
endet und jeden Knoten von V exakt einmal besucht. Das Zeichen 0, falls
ein solcher Weg nicht existiert.

Den Graphen kénnen wir bequem durch das Alphabet ¥ = {0,1,#} be-
schreiben indem wir zum Beispiel zunéchst die Zahl bin(n) fir die Anzahl
der Knoten eintragen und dann die Werte einer n x n Matrix sukzessive
(spalten- oder reihenweise) fiillen. Eine 1 beschreibt dann fiir einen Ein-
trag (i,7), dass die Kante zwischen Knoten i und j exitiert. Entsprechend
beschreibt eine 0, dass die Kante nicht in E liegt.
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Beispiel 3: Tiefensuche in einem Graphen
Eingabe: Ein binér kodierter Graph G = (V, E) und ein Startknoten v

Ausgabe: Die Folge von Knoten, die von v aus per Tiefensuche sukzessive
erreicht werden.

Der Graph wird wie im vorherigen Beispiel kodiert, die Knoten werden durch
ihre binéren Identifier sukzessive angegeben.

Die in diesem Abschnitt verwendete allgemeine Kodierung werden wir im
néchsten Abschnitt fiir die Beschreibung eines allgemeinen Rechners benut-
zen. Wir wissen jetzt, dass wir jedes Berechnungsproblem im Prinzip als eine
Funktion f : ¥* — ¥* betrachten kénnen. Genau genommen betrachten wir
Funktionen vom Typ f : IN" — IN%.



Kapitel 2

Turingmaschinen

Wir fiihren ein formales Modell eines Computers ein. Einen solchen Rechner
kann man natiirlich nicht im néchsten Laden kaufen. Das Modell der Tu-
ringmaschine wurde 1936 von Alan Turing als Modell fiir die Beschreibung
von Berechenbarkeit entworfen und zwar bereits vor der Entwicklung erster
elektronischer Rechenanlagen. Das Modell mag zunéchst sehr eingeschréankt
erscheinen, wird sich aber als sehr méchtig herausstellen.

2.1 Formale Definition

Als Speicher dient der einfachen Turingmaschine (TM) ein nach rechts of-
fenes unendliches Band auf dem Zeichen in einzelnen Zellen geschrieben
werden konnen. Diese Zeichen entstammen einem endlichen Bandalphabet
Y. Nach den obigen Voriiberlegungen fordern wir {0,1,#} C X. Auflerdem
ist es sinnvoll, die Zeichen $ und U fiir den Beginn des Bandes und fiir leere
Zellen zu reservieren. Die Turingmaschine verwendet eine sogenannte end-
liche Kontrolle. Diese besteht aus einem Lese-/Schreibkopf fiir die Zellen
des Bandes. Es lassen sich die Zeichen der Zellen auslesen und verdndern.
Der Kopf kann schrittweise iiber das Band bewegt werden. Die Kontrolle
handelt deterministisch und die Maschine befindet sich zu jedem Zeitpunkt
in einem Zustand ¢ aus einer endlichen Zustandsmenge (). Mittels einer
Zustandsiibergangsfunktion ¢ regelt die Kontrolle die Arbeit der Turingma-
schine. Der Lese-/Schreibkopf kann in einem Schritt nach links oder rechts
auf die Nachbarzellen bewegt werden oder auf der Zelle verweilen. Diese
Verhalten kodieren wir entsprechend durch die Zahlen —1, 1 und 0 oder
gelegentlich aus Bequemlichkeit auch durch L (links), R (rechts) und N
(neutral).

Die Abbildung 2.1 zeigt die schematische Darstellung einer Turingmaschine
wéhrend der Arbeit. Formal wird die Maschine wie folgt definiert.
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7]

3(q,0) = (1,q1,—1)

[s[efofa[of#efofofr]u]u]

Abbildung 2.1: Die Darstellung einer Turingmaschine M.

Definition 1 Fine deterministische Turingmaschine (DTM) M ist ein 5-
Tupel M = (3, Q, 9, qo, F') mit:

1. ¥ ist ein endliches Bandalphabet mit {0,1,#,$,1} C X.

2. Q ist die endliche Zustandsmenge mit Q N'X = ().

3. qo € Q 1ist der Startzustand.

4. 0:QxX = QxXx{-1,1,0} die Zustandsiibergangsfunktion.
5

. F:={q € QVa € X:(qa) ist undefiniert} ist die Menge der End-
zustinde.

Die Maschine arbeitet schrittweise wie folgt. Das Zeichen a € ¥ unter dem
Lese-/Schreibkopf wird gelesen und wenn sich die Maschine im Zustand
q € Q befindet, wird 6(q,a) = (¢/,b,d) € Q@ x ¥ x {—1,1,0} ausgewertet:

e Die Maschine schreibt b € ¥ auf die aktuelle Zelle.

e Die Maschine bewegt den Lese-/Schreibkopf nach links (d = —1), nach
rechts (d = 1) oder verbleibt auf der aktuellen Zelle (d = 0).

e Die Maschine wechselt in den Zustand ¢'.

Die folgende Abbildung zeigt den Nachfolgezustand der DTM aus Abbildung
2.1 falls 6(q,0) = (1, q1, —1) gilt.

Weiterhin legen wir zunéchst folgende Konventionen fest. Wenn das Zei-
chen $ gelesen wird, dann darf die Maschine im néchsten Schritt den Lese-
/Schreibkopf nur nach rechts bewegen und auch das Zeichen $ nicht iiber-
schreiben. Andere Zustandsiibergéinge fiir das Zeichen $ sind in ¢ verboten.

Der Kopf bewegt sich geméfi der oben angegebenen Aktion. Ein einzelner
solcher Schritt wird als Rechenschritt bezeichnet. Die Anzahl der Rechen-
schritte, bis die Maschine in einem Endzustand landet, wird als Laufzeit
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6(¢,0) = (1,q1,—1)

[s[efofa[of#[afafofr]u]u]

Abbildung 2.2: Die Turingmaschine M nach der Ausfithrung von 6(¢,0) =
(17 q1, _1) .

bezeichnet. Die Anzahl der insgesamt aktiv verwendeten Zellen ergibt den
benstigten Speicherplatz. Die Maschine terminiert, wenn ein Endzustand er-
reicht wird. Zu Beginn steht der Lese-/Schreibkopf auf dem ersten Zeichen
hinter dem Bandanfang $.

Unter der Konfiguration einer DTM verstehen wir eine Momentaufnahme
der Rechnung zu einem bestimmten Zeitpunkt. Die Konfiguration beschreibt
die gesamte Situation der Maschine, den Zustand, die Position des Lese-
/Schreibkopfes und die gesamte signifikante Bandinschrift.

Formal kénnen wir die Konfiguration als String definieren und eine Schreib-
weise fiir Folgekonfigurationen festlegen.

1. Die Konfiguration einer DTM ist ein String avq 8 mit ¢ € Q, «a, 5 € X*.
Auf den Band steht a3 eingerahmt links vom Startzeichen $ und rechts
vom ersten LI Zeichen auf dem Band. Der Kopf steht auf dem ersten
Element von § und der Zustand ist q.

2. Die Konfiguration o/ ¢’ 3’ ist die Nachfolgekonfiguration von « q 3, falls
o’ ¢’ ' durch einen Rechenschritt aus a ¢ 3 entsteht. Wir schreiben

agftadqp.

3. Ist o’ ¢" 8" eine Nachfolgekonfiguration, die aus endlich vielen Schrit-
ten aus a g 3 entsteht so schreiben wir a ¢ 8 H* o ¢" 5" baw. aq 5 H*
o' q" B", falls genau k Rechenschritte zwischen « g 8 und o ¢” 5" lie-
gen.

In der Literatur finden sich alternative Beschreibungen von Turingmaschi-
nen, bei denen Beispielsweise die Menge der Spezialbuchstaben {LI, #,$}
strikt vom eigentlichen Alphabet getrennt wird. Dann wird zwischen Ban-
dalphabet (Menge aller Zeichen auf dem Band) und dem Eingabealphabet
(Alphabet fiir die explizite Eingabe) unterschieden. Wir machen diese Un-
terscheidung nicht. Weiterhin finden sich gelegentlich Beschreibungen von
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Turingmaschinen mit einer expliziten Angabe von akzeptierenden und nicht-
akzeptierenden Endzustdnden. Wir verzichten auf diese Einteilung und wer-
den das Akzeptieren oder Verwerfen explizit durch das Ergebnis der Berech-
nung festlegen. Auflerdem werden Turingmaschinen gelegentlich auch durch
ein beidseitiges unendliches Band definiert. Die Eingabe ist dann rechts und
links mit jeweils einem LI-Zeichen eingeschlossen.

Fiir den Leser sei hier erwahnt, dass die verschiedenen Konzepte allesamt
dquivalent sind.

2.2 Berechnungen und Beispiele

Eine DTM, die fiir jede Eingabe terminiert berechnet eine totale Funktion
far X% = ¥*. Das berechnete Ergebnis kénnen wir uns beispielsweise wie
folgt vorstellen. Die letzte Position des Lese-/Schreibkopfes ist der Anfang
des Ergebnisses und das Ergebnis setzt sich nach rechts fort, bis das er-
ste L-Zeichen erscheint. Steht der Lese-/Schreibkopf auf einem U-Zeichen,
gilt auch das leere Wort € als Antwort. Bei Terminierung befindet sich die
Maschine in einem Endzustand.

Es kann passieren, dass die Maschine gar nicht terminiert, in diesen Fall
ist das Ergebnis nicht definiert und die Funktion fj; : ¥* — X* ist partiell
definiert. In diesem Fall kénnen wir auf ein Symbol | verweisen und machen
die Funktion durch fp : ¥* — ¥* U {L} total. Falls die DTM fiir eine
Eingabe x nicht terminiert, setzen wir fys(x) = L

Definition 2 Fine Funktion f : ¥* — ¥* U {L} heifft DTM-berechenbar
(oder auch rekursiv) falls es eine DTM M gibt mit far = f.

Der alternative Begriff der Rekursivitiat geht darauf zuriick, dass durch be-
stimmte einfache Regeln (ohne ein Rechnermodell) eine Klasse von Funktio-
nen entworfen werden kann, die genau der Klasse der DTM-berechenbaren
Funktionen entspricht. Diese Regeln beinhalten auch rekursives Verschach-
teln. Man kann dann formal zeigen, dass die Funktionenklassen identisch
sind. Wir verzichten hier auf die Einfiithrung dieser rekursiven Funktionen,
wollen aber DTM-berechenbar und rekursiv als Synonym verwenden.

Bei Terminierung hélt die Maschine in einem der Endzustédnde. Da wir es wie
bereits erwahnt in der Komplexitétstheorie vorrangig mit Entscheidungspro-
blemen zu tun haben, wird die Ausgabe 1 fiir die Antwort Ja verwendet und
auch als Akzeptieren bezeichnet. Wenn die Maschine terminiert und das
Ergebnis nicht 1 ist (in der Regel 0) sprechen wir dann von Verwerfen (Ab-
lehnen) und meinen damit auch die Antwort Nein. Bei Terminierung wird in
der Regel das Eingabeband geloscht und die Antwort 1 oder 0 fiir Akzeptie-
ren bzw. Verwerfen(Ablehnen) in einem Endzustand aufs Band geschrieben.
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Wie bereits erwéhnt kann das Akzeptieren und Verwerfen(Ablehnen) auch
explizit iiber entsprechende Zustédnde g, und ¢, geregelt werden.

Mit diesem Sprachgebrauch kénnen wir festlegen, was es fiir eine Maschine
heifit, dass sie eine Sprache L C ¥* akzeptiert bzw. sogar entscheidet.

Definition 3 Sei M = (X,Q, 9, qo, F) eine DTM.

Die Menge aller von M akzeptierten w € ¥* ist die von M akzeptierte
Sprache L. Wir schreiben auch L = L(M).

Die DTM M entscheidet die von ihr akzeptierte Sprache L(M), falls M alle
Worte, die nicht in L(M) liegen, ablehnt.

Umgekehrt kénnen wir nun definieren, was es heiflt, dass eine Sprache L
entscheidbar ist.

Definition 4 FEine Sprache L C ¥* heifst DTM-entscheidbar (oder rekur-
siv), wenn es eine DTM M gibt, die die Sprache L entscheidet.

Entscheidungsprobleme kénnen nun prinzipiell als Sprachen L verstanden
werden. Eine DTM 16st dann ein Entscheidungsproblem L, wenn die Ma-
schine die Sprache L entscheidet. Dazu betrachten wir nun ein paar explizite
Beispiele.

Beispiel 1: Wir betrachten die Sprache L = {w|wl € {0,1}*} aller Binér-
worter, die mit einer 1 enden. Das Entscheidungsproblem fiir L 16sen wir
mit einer DTM M = {{0,1,#,$,U},{q1,92,93},9,q1,{q3}}, wobei ¢ durch
die folgende Tabelle beschrieben wird.

QJ o | 1 | u |
q1 || (¢1,0,1) | (g2,1,1) | (g3,0,0)
¢ || (¢1,0,1) | (g2,1,1) | (g3,1,0)

Die Maschine liest sukzessive die Zeichen von links nach rechts und bleibt
oder wechselt in den Zustand ¢;, wenn das gelesene Zeichen eine 0 war. Ist
das zuletzt gelesene Zeichen eine 1, so verweilt oder wechselt die Maschine in
den Zustand ¢s. Falls das Endymbol LI des Wortes gelesen wird, kénnen wir
anhand des vorherigen Zustandes erkennen, welcher Buchstabe zuletzt gele-
sen wurde und notieren die richtige Antwort (1 fiir Zeichen 1 bzw. Zustand
g2 und 0 fiir Zeichen 0 bzw. Zustand ¢;). Ist das Band zu Beginn schon leer,
hilft uns der Startzustand ¢;.

Eine Wechsel von Konfigurationen kénnen wir nun beispielsweise wie folgt
beschreiben. Falls wir eine Eingabe 101 bearbeiten erhalten wir:



10 KAPITEL 2. TURINGMASCHINEN

q1101 F 1g201 - 10g11 + 101¢g2 F 101g31

Sinnvoll ist es, sich die Vorgehensweise einer DTM anhand eines Stufenpla-
nes oder einer Idee zurechtzulegen und danach entsprechend umzusetzen.
FEin spezielles Zeichen kann man sich leicht durch einen entsprechenden Zu-
stand merken.

Beispiel 2: Ein Palindrom ist ein Wort w = wyws - - - wy,_ 1w, ist ein Wort,
dass von hinten nach vorne gelesen wieder w ergibt, also w,wy,—1 -« - wowy =
w. Isnbesondere ist w; = w,_;41 flir i = 1,...,n. Gesucht ist eine DTM M,
die L = {w € {0, 1}*|w ist Palindrom } entscheidet.

Unser Plan bzw. unsere Idee ist die Folgende. Hier haben wir die Zustédnde
ebenfalls notiert.

1. Lese das erste Zeichen (rechts) in w im Zustand go. Falls es ein LI ist
notieren wir das positive Ergebnis im Zustand gg.

2. Sonst merke Dir dieses Zeichen in einem Zustand ¢; fiir 0 oder ¢o fiir
1 und ersetze das Zeichen durch ein LI-Zeichen.

3. Gehe weiter nach rechts zum niichsten Zeichen, das ein U ist. Uberpriife
ob das vorherige Zeichen mit dem vorab gemerkten Zeichen iiberein-
stimmt, Zustand g3 fiir 0 und Zustand ¢4 fiir 1. Ersetze es im positiven
Fall durch einen LI oder notiere das negative Ergebnis in Zustand gs.
Falls gar kein Zeichen mehr da war (ungerade Anzahl) notiere das
positive Ergebnis in Zustand gg.

4. Im positiven Fall gehe durch Zustand ¢5 nach links zum ersten Ll Zei-
chen und Zustand ¢g. Wiederhole Schritt 1.

Wir benétigen eine DTM M = {{07 17 #7 $7 u}? {QO7 q1,492,43,44, 45, q6}7 57 q0, {qﬁ}}

und verwenden eine Zustandsiibergangsfunktion § wie folgt:

el o | 1 | u |
9 || (g1, R) | (g2,U,R) | (g6, 1,N)
q1 (QlaoaR) (Q1,1,R) (Q3,|_|,L)
q2 (qQaOaR) (QZalvR) (Q4,|_|,L)
g3 || (g5, L) | (6,0, N) | (g6,1,N)
44 (QGaoaN) (Q5,|_|,L) (Q6,1,N)
g || (g5,0,L) | (g5,1,L) | (qo,, R)

Beispielsweise geht der Ubergang von 0100 (kein Palindrom) wie folgt. Links
wird das Wort immer von $ begrenzt, rechts vom ersten LI hinter dem Rest-
wort.
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q00100 F Lg1100 F U1g100 F U10g10 F L100g F L10g30 = Llgs0 F Ugs10 +
q5U10 F Ugo10 F Ulge0 F LIL0ge F UUg40 - Ullgg0

Manchmal ist es sinnvoll, beim Stufenplan die Zusténde zunéchst wegzulas-
sen, um die allgemeine Idee zu verdeutlichen. Das ganze ist sehr dhnlich zum
Programmieren. Zunéchst {iberlegt man sich eine allgemeinen Vorgehens-
weise, die dann durch die zur Verfiigung stehenden Konstrukte umgesetzt
werden.

Beispiel 3: Wir wollen eine DTM konstruieren, die die Sprache L =
{0™1™|n > 1} entscheidet. Wir l6sen das Problem in zwei Schritten:

1. Stelle fest, ob die Eingabe von der Form 0?17 fiir 4 > 0 und j > 1 ist.

2. Teste dann ob auch ¢ = j gilt.

Fiir die erste Phase benutzen wir die Zustédnde qg, q1,q2 und g3, wobei ¢
den erfolgreichen Ubergang in Phase 2. beschreibt und g3 als (negativer)
Endzustand gedacht ist. Der Ubergang sieht wie folgt aus:

el o | 1 [ U |
q || (90,0,R) | (q1,1,R) | (g3,0,N)
q1 || (g3,0,N) | (¢1,1,R) | (q2,U, L)

Die Maschine lauft in dieser Phase von links nach rechts iiber das Band und
verbleibt in Zustand gy solange Nullen gelesen werden. Wenn dieses Einlesen
mit einem Blank endet wird das Wort verworfen. Endet die Phase mit einer
FEins, geht es in den Zustand ¢;. Wird hier eine Null gelesen, kénnen wir das
Wort ebenfalls verwerfen. Erst wenn wir nach dem Lesen lauter Einser an
einem Blank enden, ist klar, dass das Wort die gewiinschte Form 017 fiir
1> 0 und j > 1 hat und wir wechseln in die zweite Phase mit Zustand g¢o.

Fiir die zweite Phase betrachten wir den folgenden Ubergang. Die Maschine
steht im Zustand g2 zu Beginn mit dem Kopf rechts und muss nun die Anzahl
der Einsen mit der Anzahl der Nullen vergleichen. Analog zum vorherigen
Beispiel 16schen wir eine Eins, gehen zum linken Rand und l6schen dort
eine Null. Dann gehen wir wieder nach rechts und starten mit der Prozedur
erneut. Falls irgendwann das Wort leer ist, sind wir fertig. Sonst fehlt uns
entweder eine Eins auf der rechten Seite oder eine Null auf der linken Seite.
In diesen Fillen verwerfen wir das Wort.



12 KAPITEL 2. TURINGMASCHINEN

e o [ 1 [ u | 8 |
q2 (Q3707N) (Q47|—|7L) (Q3,0,N)

qa || (4,0,L) | (g1,1,L) | (g5,U, R) | (g5, 8, R)
g5 || (g6,U,R) | (g3,0,N) | (g3,0,N)

g6 (Q77 0, R) (Q77 L, R) (q37 L, N)

q7 (C_I7707R) (Q77]-7R) (QQ,U,L)

2.3 Erweiterte Programmiertechniken

Wie wir bereits an den vorangegangenen Beispielen gesehen haben, kann die
konkrete Beschreibung einer Turingmaschine und die Argumentation iiber
ihre korrekte Arbeitsweise sehr mithsam sein. Im Folgenden wollen wir uns
klar machen, dass wir mit dem Konzept der Turingmaschine sehr leicht auch
Strukturen hoéherer Programmiersprachen entwerfen kénnen.

Wir hatten bereits festgestellt, dass wir uns durch das Verwenden spezieller
Zusténde etwas merken kénnen. Zum Beispiel ob eine 1 oder eine 0 gelesen
wurde, siehe Beispiel 2. Im Prinzip haben wir dabei eine bindre Variable mit
einem Wert belegt. Das konnten wir auch direkt machen. Wir kénnen eine
Zustandsraum @ leicht zu einen Zustandsraum Q' = @ x {0,1} erweitern
und haben dann stets eine bindre Variable zur Verfiigung. Im Beispiel 2.
héatten wir die Zusténde (g1,1) uns (g1, 0) statt ¢; und g2 verwenden diirfen.

Etwas allgemeiner kénnten wir sogar einen endlichen Zihler mit Werten
zwischen 0 und k durch Q' = @ x {0,...,k} verwenden. Hierbei muss k
allerdings eine feste Konstante sein, die nicht von der Eingabegréfie abhéngt.
Es gibt ndmlich in der DTM nur endlich viele Zusténde.

Analog konnen wir den folgenden Trick auf dem Eingabeband durch die
Erweiterung des Bandalphabets verwenden. Statt eines einzelnen Zeichens
verwenden wir ein Zeichentupel das vom Lese-/Schreibkopf vollsténdig ge-
lesen werden kann. Dadurch hat unsere Maschine quasi mehrere Spuren die
gleichzeitig gelesen werden. In der Bandzelle steht also ein k-Tupel aus Zei-
chen.

Beispiel fiir mehrere Spuren: Wollen wir beispielsweise zwei Zahlen
miteinander addieren, so haben in Abschnitt 1.1 bereits erwihnt, dass wir die
Zahlen by und b binéirkodiert durch bin(by)#bin(by) auf das Band schreiben
konnen. Zur Berechnung wollen wir drei Spuren verwenden und deshalb
Verwenden wir das Alphabet

0 0 0 1
y=/{0,148 (o], [o].l1],....[1
0 1 0 1
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mit insgesamt 12 Zeichen. Fiir das Aufaddieren von 1101 und 1001 schreiben
wir nun stattdessen

0
s{optr){ojtof(1u
0

auf das Band und das Ergebnis soll am Ende in der dritten Spur einge-
tragen werden. Die Berechnung wird durch das klassische Additionsverfah-
ren mit Ubertriigen realisiert. Die Ubertriige kénnen wir uns beispielsweise
in Zustdnden ¢; und g, merken. Zunéchst bewegt die Maschine den Lese-
/Schreibkopf auf das am weitesten rechts liegende Element. Dann realisieren
wir den Ubergang zum Beispiel wie folgt:

0\ /1\ /1\ /0 o\ /1\ /1\ [0\ /1
o) (1) (o fo]a 2] v [o] 2] [0]g]|0] |1
0/ \o/ \o/ \o o/ \o/ \o/ \o/ \o
0\ /1 1\ /0\ /1

(o 1) [0]|0] 1

o/ \o/ \o/ \1/ \o

Als Ergebnis erwarten wir dann zunéchst

—
[en}
[es}
—_

0
q|0
1

fiir einen Zwischenzustand gq.

Mochte man dann das Ergebnis wieder rechts von einem Endzustand schrei-
ben, muss die letzte Zeile noch entsprechend auf das Band iibertragen wer-
den. Das bereitet aber prinzipiell keine Schwierigkeiten.

Wir konnen also simple Arithmetik auf der Maschine bequem durch mehre-
re Spuren realisieren. Andere Konstrukte aus hheren Programmiersprachen
lassen sich ebenfalls nachbilden. Beispielsweise kann fiir eine 'O R-Schleife
die Anzahl der Schleifendurchlaufe auf die erste Spur geschrieben werden
und diese Zahl wird dann sukzessive inkrementiert. Oder aber, falls Unter-
programme aufgerufen werden sollen, so kann ebenfalls dafiir eine Spur
des Bandes reserviert werden, durch den ein Prozedurstack realisiert wer-
den kann.

Insgesamt halten wir fest, dass wir mit Turing-Maschinen auch bekannte
Algorithmen wie das Sortieren von Zahlen oder das Traversieren von
Graphen im Prinzip umsetzen kénnen.
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2.4 Mehrbandmaschinen und Simulation

Anschlielend wollen wir die Turingmaschinen etwas erweitern und erlau-
ben mehrere Lese-/Schreibképfe, die sich sogar jeweils in unterschiedliche
Richtungen bewegen diirfen. Dadurch lassen sich viele Programme einfacher
formulieren. Beispielsweise konnen einzelne Bander fiir die Eingabe oder die
Ausgabe reserviert werden. Es wird sich zeigen, dass diese k-Band Turing-
maschinen nicht méchtiger sind als eine einfache 1-Band Maschine.

Definition 5 Fine deterministische k-Band Turingmaschine (k-Band DTM)
M ist eine Verallgemeinerung der DTM mit k statt einem Band. Jedes Band

hat einen unabhingigen Lese-/Schreibkopf. Das erste Band wird als Ein-

gabeband wverwendet. Die verbleibenden k — 1 Bdnder sind zu Beginn mit

L-Zeichen gefiillt. Die Kopfe stehen zu Beginn jeweils auf der ersten Zelle

nach dem $ Zeichen.

Die Zustandsiibergangsfunktion ist nun von der Form:
5:Q><Zk—>Q><Zk><{—1,1,0}k.

Die Funktionsweise der Maschine sowie die Laufzeit und der Speicherplatz-
bedarf sind analog.

Auch bei der k-Band Maschine hat man etwas Gestaltungsspielraum. Héufig
wird verlangt, dass das Ergebnis der Berechnung am Ende auch auf das erste
Band geschrieben wird, die anderen Bénder geldscht werden und die Kopfe
in die Ausgangsposition zuriickkehren. Im folgenden Beispiel wollen wir das
so realisieren.

Beispiel 2-Band DTM: Wir wollen die Nachfolgefunktion f(z) =z +1
fiir alle x € IN berechnen. Die Idee der 2-Band Maschine M ist die Folgende:

e Kopiere Band 1 auf Band 2. Losche Band 1.

e Addiere binér 1 zum Inhalt von Band 2 von rechts nach links. Ubertrag
durch g¢;, kein Ubertrag durch g,.

Falls am Ende g;, schreibe 1 auf Band 1.

Hénge Inhalt von Band 2 an Band 1. Losche Band 2.

Bringe die Kopfe nach vorne.

Wir benutzen zur konkreten Beschreibung eine etwas andere Tabellenschreib-
weise die selbsterklédrend ist.



2.4. MEHRBANDMASCHINEN UND SIMULATION

Band 1 auf Band 2 kopieren und Band 1 l6schen.

’CI‘Z1\Z2‘Q

/

ELERETEDTY

q0

0/1

(W

q0

L

0/1

1

1

q0

U

(W

qi1

U

U

—1

-1

Kopf 1 nach links, Kopf 2 bleibt rechts.

’(I‘Zl‘ZQ‘q

/

ELERETETY

q1

u

0/1

q1

U

0/1

—1

0

q1

$

0/1

9

$

0/1

1

0

Addiere 1 zu Band 2, g¢; Ubertrag, ¢, kein Ubertrag.

]q\z1\22\q

/

[ 2] 2 [ [ ma |

q; | U 1 q; | U 0 0 -1
q; | U 0 |gn| U 1 0 | -1
gn | U | 0/1 gy | LU O/ O | -1
| U $ |@a|jU| $ 0 | -1

Falls am Ende ¢; (dann Input 111...1), schreibe fiihrende 1 auf Band 1.

’(I\Zl\@\q

/

ENEAETNEDY

g lul8laf1[8]1]1]

Héange Band 2 an Band 1 an. Lésche Band 2.

’CI‘ZI‘ZQ‘Q

/

| = [z [ [ ma |

qa

U

0/1

q4

0/1

U

1

1

qa

U

L

q5

L

U

—1

-1

Kopf 1 nach links und Kopf 2 nach links.

ol =z [z]d] = [z ]m]m]

g5 [ 0/1 | U |¢g |0/ ] UL |—=1] 0
qs $ U | gs $ L 1 0
g | 0/1 | U g |0/1]U 0 | -1
% | 0/1| % | g7 |0/1| 8 0 1

15

Da wir nun die Funktionsweisen der jeweiligen Maschinen kennen, wollen
wir zeigen, dass die Maschinen die gleichen Funktionen berechnen kénnen.
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Dafiir verwenden wir den Begriff der Simulation. Wir simulieren die Vor-
gehensweise einer k-Band Maschine auf einer 1-Band Maschine. Das heifit,
jeder Rechenschritt der k-Band Maschine wird auf der 1-Band Maschine
nachgebildet. Die Laufzeit éndert sich dadurch allerdings entsprechend.

Theorem 6 Eine k-Band DTM M, die mit Rechenzeit t(n) und Platz s(n)
auskommt, kann durch eine 1-Band DTM M' mit Rechenzeit O(t*(n)) und
Speicherplatz O(s(n)) simuliert werden.

Wird die Sprache L C ¥* von einer k-Band DTM entschieden (akzeptiert),
so gibt es auch eine 1-Band DTM, die die Sprache L entscheidet (akzeptiert).

Beweis. Die DTM M’ verwendet statt k& Biander 2k Spuren, derart, dass

e die ungeraden Spuren 1,3, ...,2k — 1 enthalten den Inhalt der Bander
1,...,k von M.

e in den geraden Spuren 2,4, ...,2k wird die Kopfposition von M auf
den Béndern 1,...,k durch das Zeichen # festgehalten.

Die Abbildung 2.3 zeigt eine Momentaufnahme der Simulation einer 3-Band
Maschine durch eine 1-Band Maschine mit 6 Spuren. Wir nutzen aus, dass
k eine feste Konstante ist.

Simulation eines Rechenschrittes:

1. Der Kopf vom M’ steht auf dem linkesten #-Zeichen. Der Zustand
von M ist bekannt.

2. Die Maschine lduft zum rechtesten #-Zeichen. Wir merken uns die An-
zahl der tiberschrittenen #-Zeichen durch eine Zustandserweiterung
(Zahler, Q' = Q x {1,...,k}). AuBlerdem werden sich die dabei gele-
senen k Zeichen und das jeweilige Band durch eine weitere Zustand-
serweiterung (--- x ¥*) gemerkt, siche dazu auch die Abbildung 2.3.

3. Am rechtesten # angekommen, kennt die Maschine M’ den Bandinhalt
und den Zustand der Maschine M. Die Ubergangsfuktion von M kann
dann ausgewertet werden. Die Maschine M’ weiff nun bereits, wie die
Spuren zu #ndern sind. Die Ubergangsfunktion vom M ist eindeutig.

4. Der Kopf der Maschine M’ 13uft zuriick und manipuliert dabei lokal
die Werte auf den Bindern gemiff der Ubergangsfunktion von M. Da-
bei werden auch die # Positionen entsprechend verschoben. Das wird
in der Ubergangsfunktion von M’ festgelegt. Lokal werden dazu (fiir
die Verschiebung der #-Zeichen) nur konstant viele Hin-und-Her Be-
wegungen gebraucht, die durch eine konstante Anzahl von Zustidnde
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s Lo [ o o o [o o [o]o]o]o]
w STl e[o[e[o[«[o [T o o] e]
(s e o [o [ e o e [o]o]o]o]

$ | a blblalal|b|blUlU]|UL]|UL
$Ul# | UjUjlUujUjululululu
$1 b | c blc|bla|blal]lb|U|lU

Myttt -
$lujU|lulUjujUjul#lululu
$1clalalclalal|lc|b|lU|U]|U
$ |l UjU|Ul#|lujUjujluluju|lu

Abbildung 2.3: Die Maschine M’ simuliert die Maschine M. Falls M
sich im Zustand ¢ befindet, befindet sich M’ nach dem Durchlauf
zum rechtesten # beispielsweise im Zustand (q,3,(b,a,c)) und simu-
liert dann den Ubergang von M durch einen Durchlauf nach links. Fall
5(q, (bya,c)) = (¢,(b,a,a),(0,0,1)) gilt, muss die Ubergangsfunktion &’
von M’ sicherstellen, dass beim Durchlauf nach links auf der fiinften
Spur der Buchstabe ¢ durch a {iiberschrieben und dann das #-Zeichen
auf der sechsten Spur nach rechts verschoben wird. Das kann beispiels-
weise durch einen lokalen Ubergang &'((¢,2,(b,a,c)), (-, c #)) =
((QET@, 1,(b,a,c)), (-, -+, a,U),1) realisiert werden, wobei qET’G) festhilt, das
gleich nur ein Blank auf der sechsten Spur durch ein # ersetzt wird und
dann nach links weitergegangen wird, wobei dann wieder in den Zustand
(¢, 1,(b,a,c)) gewechselt wird, der auf das letzte L-Zeichen wartet.



18 KAPITEL 2. TURINGMASCHINEN

realisiert werden. Von rechts kommend wird ein Zeichen # mit seiner
Position gelesen und bevor wir weiter nach links gehen muss das Zei-
chen ggf. noch nach rechts verschoben werden. Siehe dazu auch die
Abbildung 2.3 und das in der Bildunterschrift angegebene Beispiel.

5. Am Ende steht der Kopf der Maschine M’ wieder am linkesten #-
Zeichen und kennt den aktuellen Zustand von M. Der néichste Schritt
kann simuliert werden.

Alles, was sich die Maschine M’ hierbei merken musste, hingt nicht von der
Lénge des aktuell vorhandenen Bandinhaltes vom M ab, sondern nur von
k. Also kénnen wir uns alle O(k) Informationen in einem Zustand von M’
merken. Die Zustandsmenge erhoht sich insgesamt auch nur endlich, das ist
aber kein Effizienzkriterium an dieser Stelle. Die Anzahl der Zustéinde hiangt
aber nicht von der Anzahl der Rechenschritte ab. Fiir einen in M verwendete
Zustand miissen wir einige zusitzliche Zustinde generieren, deren Anzahl
von k und X abhingen. Das gilt auch fiir die oben beschriebenen lokalen
Hin-und-Her Bewegungen.

Fiir die Laufzeitanalyse ist eigentlich nur wichtig, wie viele Bewegungen der
Kopf der 1-Band Maschine in einem Rechenschritt macht. Im wesentlichen
lauft der Kopf (abgesehen von maximal k vielen lokalen Hin-und-Her Léufen)
zweimal zwischen den beiden am weitesten entfernten #-Zeichen hin und
her. Falls d die Anzahl der Bandzellen zwischen den am weitesten entferneten
#-Zeichen ist, betrigt die Laufzeit eines Schrittes vom M’ somit O(d).

Wie weit konnen die #-Zeichen also auseinander liegen? Nach ¢ Rechen-
schritten konnen sich je zwei #-Zeichen maximal 2¢ voneinander entfernt
haben. Jede Markierung kann sich in einem Schritt nur um eine Zelle nach
links oder rechts bewegen. Der Abstand ist also direkt mit der Laufzeit ver-
bunden. Fiir ¢(n) Schritte der Maschine M kann die Machine maximal ¢(n)-
mal C' X t(n) Arbeitsschritte gemacht haben. Folglich hat M’ die Laufzeit
O(t?(n)).

Die Maschine M’ benétigt nicht mehr als O(s(n)) Bandzellen, da fiir jede
Bandzelle, die M’ besucht, auch mindestens eine Bandzelle aus M gehort,
man bedenke, dass k konstant ist. O

2.5 Universelle Turingmaschine

Die Turingmaschinen die wir bislang betrachtet haben wurden stets zur
speziellen Losung genau eines festen Problems formuliert. Diese speziali-
sierte Vorgehensweise entspricht der Historie. Zunéchst wurden im Umfeld
von Alan Turing durch den Einsatz der ersten Rechner sehr spezielle (mi-
litdrische) Aufgaben gelost. Beispielsweise war Turing an der Dechiffrie-
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rung des ENIGMA-Codes beteiligt. Auch die ersten Maschinen von Zuse
in Deutschland bearbeiteten spezielle (teilweise militérische) Problemstel-
lungen.

Heutige Rechnern lassen sich beliebig programmieren. Die Eingabe besteht
somit aus einem Programm (eine spezielle Maschine) und einer Eingabe fiir
das die Maschine. Es lassen sich beliebige Maschinen und Eingaben verar-
beiten. In diesem Sinne sind heutige Rechner universell.

Wir wollen nun auch diese universellen Rechner durch Turingmaschinen for-
malisieren. Dazu benotigen wir eine eindeutige Beschreibung einer einzelnen
speziellen Maschine mit seiner Eingabe.

Genau genommen wird unsere universelle Turingmaschine U die Arbeit einer
beliebigen Maschine M und mit einer Eingabe w simulieren.

Wir betrachten ohne Einschrdnkung eine 1-Band Turingmaschine mit n
Zustidnden {q1, g2, . . ., qn} wobei g1 der Startzustand und ¢, der Endzustand
ist. Insgesamt gibt es also n — 1 signifikante Zusténde.

Zunéchst werden wir einen bindren String (M )w kodieren, der die Maschine
M und die Eingabe w € {0,1}* eindeutig charakterisiert. Diesen Vorgang
nennt man Goédelnummerierung,.

Definition 7 Als Gédelnummerierung bezeichnen wir eine injektive Abbil-
dung aus der Menge der DTMs in die Menge {0,1}*.

Wir stellen eine Gédelnummerierung vor und miissen dabei im wesentlichen
die Ubergangsfunktion kodieren. Implizit ist dadurch auch die Anzahl der
Zusténde gegeben.

Wir beschrinken uns auf die 5 Zeichen 1 =0, 20 = 1, 23 = LU 24 = $ und
x5 = # und die Bewegungen b; = 1, by = —1 und b3 = 0. Fiir n Zusténde
{q1,92,-..,qn} seil q1 der Startzustand und ¢, der einzige Endzustand. Ins-
gesamt gibt es also n — 1 signifikante Zusténde.

Der Kodierungsstring startet und endet mit der Ziffernfolge 111, die Ubergiinge
werden durch Strings 11 getrennt. Jeder Ubergang 0(qi,z5) = (qr>x1,bm)
wird durch den Binérstring 0° 1 0/ 1 0¥ 1 0/ 1 0™ kodiert. Die Uberginge
werden durchnummeriert und code(i) beschreibt die Binérkodierung des i-

ten Ubergangs. Eine Turingmaschine M wird dann durch
(M) := 111 code(1) 11 code(2) 11---11 code(s) 111
eindeutig kodiert.
Beispiel: Die Sprache L = {w|wl € {0,1}*} aller Binérworter, die mit ei-

ner 1 enden wurde durch die DTM M = {{0, 1, #, $, U}, {q1,¢2, 93}, 0, q1, {q3} }
mit Ubergiingen 6 durch die folgende Tabelle beschrieben.
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e o | 1 [ u |
q1 || (¢1,0,1) | (g2,1,1) | (g3,0,0)
¢ | (¢1,0,1) | (g2,1,1) | (g3,1,0)

In der Tabelle wurden nur die relevanten Ubergéinge dargestellt. Da die
Maschine zu Beginn das erste Zeichen rechts vom $-Zeichen liest, wird das
Zeichen $ nie gelesen.

Die Kodierung der Ubergénge geht nun wie folgt:

Nummer ¢ des Ubergangs ‘ Ubergang i ‘ code(1)
1 5(q1,0) = (q1,0,1) 010101010
P 3(qi, 1) = (g2, 1,1) 010010010010
3 5(q1, ) = (¢3,0,0) | 01000100010 1000
4 d(q2,0) = (¢1,0,1) 0010101010
5 5(q2,1) = (g2, 1,1) 0010010010010
3 5(g2, ) = (g3,1,0) | 00 1000 1 000 1 00 1 000

Die Maschine wird nun durch

(M) = 111 010101010 11 010010010010 11
010001000101000 11 0010101010 11
0010010010010 11 00100010001001000 111

kodiert.

Ubungsaufgabe: Zeigen Sie, dass es sich bei der oben angegebenen Kodierung
um eine Gédelnummerierung handelt.

Definition 8 FEine Turingmaschine My heiffit universell, falls fiir jede 1-
Band DTM M wund fiir jedes w € {0,1}* gilt:

o My gestartet mit (M)w hdlt genau dann, wenn M gestartet mit w
hdlt.

e Falls M gestartet mit w hdlt, dann berechnet My gestartet mit (M )w
die gleiche Ausgabe wie M gestartet mit w.

Theorem 9 FEs existiert eine universelle Turingmaschine My .

Beweis. Wir geben M als 3-Band Turingmaschine an, die die Arbeitsweise
jeder beliebigen Maschine M mit Eingabe w simuliert.

Dazu wird zunéchst iiberpriift, dass es sich bei (M)w um eine korrekte
Turingmaschine mit korrekter Eingabe handelt. Der String (M)w steht auf
dem ersten Band und wird mit der Turingmaschine iiberpriift.
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e Zunichst wird gepriift ob zwei Teilfolgen 111 existieren, die ein Wort
w’ einschlieflen, dass keine Teilfolge 111 enthélt und mit 0 beginnt und
endet. Dann wird gepriift, ob nach dem zweiten Vorkommen von 111
ein Wort w € {0, 1}* steht. Falls keine solche zwei Substrings existieren
oder das Wort w nicht die entsprechende Form hat, wird das gesamte
Wort verworfen.

e Zwischen den ersten beiden Teilfolgen der Form 111 wird gepriift ob
zwischen je zwei Teilfolgen 11 jeweils ein String 0° 1 07 1 0% 1 0! 1 0™
mit 4, j, k,l,m > 1 steht, also mit 4 Einsen und zwischen den Einsen
wiederum eine positive Anzahl an Nullen.

e Falls die obigen Anforderungen erfiillt sind, hat der String das richtige
Format. Nun iiberpriifen wir noch, ob die Ubergiinge die richtige Form
haben. Zum Beispiel soll nach dem Lesen von $ der Kopf nicht nach
links gehen diirfen. Das heit, in einem String 0° 1 07 1 0¥ 1 0' 1 O™
mit j = 4 darf nicht m = 2 sein.

Es ist leicht einzusehen, dass es eine Turingmaschine gibt, die alle notwen-
digen Uberpriifungen durchfiihrt. Der Zeitbedarf liegt in O(n), wenn n die
Lénge der Eingabe (M)w ist.

Nun kopieren wir den String (M) auf das zweite Band und schreiben w
linksbiindig auf das erste Band. Alle Kopfe riicken nach links. Wir verwenden
folgende Idee:

e Band 1 simuliert die Maschine M.
e Band 2 enthilt (M).

e Band 3 speichert den aktuellen Zustand von M.
Zur Simulation eines Schrittes von M durch My wird wie folgt realisiert.

e Auf Band 1 wird aktuell ein Zeichen gelesen.

e Auf Band 3 wird der Zustand gelesen.

e Auf Band 2 wird der entsprechende Ubergang gesucht.

e Die Inschrift auf Band 1 wird gemé Ubergang aktualisiert.
e Der Kopf auf Band 1 wird gemif Ubergang geéndert.

e Der Zustand auf Band 3 wird gemiB Ubergang geéindert.

e Kopfe von Band 2 und 3 kehren zuriick auf die Ausgangsposition
(links).
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Die Laufzeit eines solchen Schrittes ist proportional zur Grofle der Eingabe
(M). O

Die Simulation kann natiirlich auch durch eine 1-Band DTM erfolgen, da wir
in Theorem 6 gezeigt haben, dass jede k-Band Maschine durch eine 1-Band
Maschine simuliert werden kann.



Kapitel 3

Berechenbarkeit

Nachdem wir uns im vorherigen Abschnitt mit einem konkreten Maschinen-
modell befasst haben, wollen wir uns nun {iberlegen, was mit diesem Modell
prinzipiell berechnet werden kann und wie méchtig das betrachtete Kon-
zept insgesamt ist. Den Begriff der Berechenbarkeit oder Entscheidbarkeit
werden wir wiederum iiber die Sprachen fiihren.

Zuni#chst prézisieren wir nochmal den Unterschied zwischen dem Akzeptie-
ren einer Sprache und dem FEntscheiden einer Sprache. Danach betrach-
ten wir strukturelle Eigenschaften der entsprechenden Sprachen. Mittels der
Godelnummerierung kénnen wir Eigenschaften von Turingmaschinen auch
unter dem Aspekt von entscheidbaren oder rekursiv aufzéhlbaren Sprachen
untersuchen.

Danach werden wir feststellen, dass es Sprachen gibt, die nicht entscheid-
bar sind. Das wichtiges Beispiel ist dabei das sogenannte Halteproblem. Die
Sprache

H := {{M)x|M ist DT M, die bei Eingabe von z hilt}
ist nicht entscheidbar.

Auflerdem betrachten wir noch eine alternative Beschreibung eines Rechners,
die sich als dquivalent herausstellen wird. Insgesamt fithrt uns dass zu der
These, dass die im intuitiven Sinne berechenbaren Funktionen genau die
Funktionen sind, die auch eine Turingmaschine berechnen kann (Church-
Turing These).

3.1 Entscheidbare und rekursiv aufzihlbare Spra-
chen

Wir hatten zwar bereits den Begriff DTM-entscheidbar definiert, greifen
diesen Ausdruck hier aber nochmal auf und gehen etwas genauer auf den

23
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Unterschied zwischen akzeptieren und entscheiden ein.

Definition 10 Sei X eine endliche Menge und L C ¥*.

e Die Sprache L heifit rekursiv aufzéhlbar genau dann, wenn es eine
DTM gibt, die L akzeptiert.

e Die Sprache L heifit entscheidbar genau dann, wenn es eine DTM
gibt, die L entscheidet.

Nach Theorem 6 koénnen wir in der obigen Definition beliebige Mehrband-
maschinen verwenden. Wie bereits erwédhnt wird entscheidbar gelegentlich
auch rekursiv genannt. Fiir eine Sprache L C ¥* sei L := ¥* \ L die Kom-
plementdrsprache von L.

3.2 Eigenschaften entscheidbarer und rekursiv aufzéhl-
barer Sprachen

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, inwieweit die Begriffe entscheidbar
und rekursiv aufzéhlbar abgeschlossen beziiglich klassischer Mengenopera-
tionen wie Schnitt, Vereinigung und Komplementbildung sind. Diese Eigen-
schaften wollen wir dann beispielsweise fiir die sprachliche Betrachtung von
Turingmaschinen verwenden.

Lemma 11 Seien L1 und Lo entscheidbare Sprachen, dann gilt:

1. L1 N Ly ist entscheidbar
2. L1 U Ly ist entscheidbar

3. L ist entscheidbar

Beweis.

Zu 1.: Seien M1 = (El,Ql,él,ql,Fl) und M2 = (EQ,QQ(SQ,qQ,FQ) die
jeweiligen 1-Band DTMs, die L und Ly entscheiden. Wir konstruieren eine
2-Band DTM M, die Ly N Lo entscheidet. Die Maschine arbeitet wie folgt:

e Bei Eingabe von w wird das Verhalten von M; auf Band 1 simuliert
und das Verhalten von Ms auf Band 2.

e Falls My und M> das Wort w akzeptieren, so auch M. Sonst wird das
Wort verworfen.
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Konkreter miissen wir dazu zuniichst die Eingabe w auch auf das zweite
Band kopieren. Dazu benétigen wir ein paar extra Zusténde. Dariiberhinaus
enthélt die Maschine M die Zustandsmenge ()1 X (2. Die Zustandsiiber-
gangsfunktion § von M fiir die Simulation kann konkret wie folgt beschrieben
werden. Fir ¢1 € Q1, g2 € Q2, a1 € ¥4, az € ¥g und dy,ds € {1,—1,0} sei
0((q1,92), a1,a2) := ((p1,p2),b1,b2,d1,da), falls 61(q1,a1) = (p1,b1,d1) und
o1 (QQ, (Ig) = (pg, ba, dg) gilt.

Ein paar weitere Regeln und Zustidnde sind notwendig, wenn M; oder M,
in einen akzeptierenden oder ablehnenden Zustand hélt und die andere Ma-
schine noch weiterlaufen muss. Abschlieflend akzeptiert M das Wort w, falls
bei der Simulation, sowohl M; als auch M, das Wort akzeptieren. Sonst wird
das Wort verworfen.

Zu 2.: Leichte Ubungsaufgabe fiir den Leser.

Zu 3.: Sei M = (%,Q,6,q,F) die Maschine, die L entscheidet. Fiir M
dandern wir lediglich die Ausgabe fiir die akzeptierenden Endzustédnde auf 0
und fiir die ablehnenden Endzusténde auf 1.

Da M auf jeder Eingabe hiilt, hilt auch M auf jeder Eingabe und akzeptiert
genau die Worter aus X%, die M verwirft. O

Lemma 12 Seien L1 und Lo rekursiv aufzdhlbare Sprachen, dann gilt:

1. L1 N Lo ist rekursiv aufzdhlbar

2. L1 U Lo ist rekursiv aufzdihlbar

Beweis. Der Beweis kann analog wie in Lemma 11 gefiihrt werden. Der
Unterschied ist lediglich, dass beispielsweise eine Maschine M;, die simuliert
wird, nicht zwangslaufig halten muss. In diesem Fall hélt beispielsweise beim
Schnitt, die simulierende Maschine ebenfalls nicht. Bei der Vereinigung darf
die simulierende Maschine halten, wenn eine der simulierten Maschinen M;
halt. O

Jetzt wollen wir die intuitive Beziehung zwischen rekursiv aufzidhlbar und
entscheidbar formalisieren.

Lemma 13 L ist genau dann entscheidbar, wenn L und L rekursiv aufzihlbar
sind.

Beweis. "=": Es ist zu zeigen, dass L und L rekursiv aufzihlbar sind.
Dass L rekursiv aufzdhlbar ist, ist trivial, da entscheidbar die strengere
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Eigenschaft ist. Nach Lemma 11 (3.) ist auch L entscheidbar und somit
ebenfalls rekursiv aufzihlbar.

7<": Seien hier My und M> die zugehorigen 1-Band DTMs, die L respektive
L akzeptieren. Wir lassen M; und M wie im Beweis von Lemma 11 (1.)
parallel laufen. Die zugehorige Maschine M hélt in jedem Fall fiir mindestens
eine simulierte Maschine in einem akzeptierenden Zustand, da jede Eingabe
w entweder zu L oder L gehort. Falls die Maschine M, akzeptiert, akzeptiert
M das Wort und hélt. M verwirft das Wort und hélt, falls die Maschine My
das Wort akzeptiert. O

Eine weitere Folgerung ist:
Lemma 14 Ist L nicht entscheidbar, dann ist auch L nicht entscheidbar.

Beweis. Der Beweis ergibt sich durch Umkehrung aus Lemma 11 (3.).

Ubungsaufgabe: Fiihren Sie einen Widerspruchsbeweis explizit iiber DTMs.
O

3.3 Turingmaschinen-Eigenschaften als Sprachen

Insbesondere durch die eindeutige Kodierung von Turingmaschinen und mit-
tels der Verwendung der universellen Turingmaschine My kénnen wir auch
die Eigenschaften von Turingmaschinen durch die Begriffe entscheidbar und
rekursiv aufzdhlbar bequem charakterisieren. Als Beispiele verwenden wir
hier das Halteproblem H. Etwas einfacher ist folgendes Problem Z.

Z :={(M)n|M ist eine DT'M mit mindestens n Zustinden}
Lemma 15 Die Sprache Z ist entscheidbar.

Beweis. In einem ersten Schritt wird iiberpriift, ob das Wort (M)n der
Kodierung einer Turingmaschine mit angehidngten binér kodierten n € IN
entspricht. Falls das nicht der Fall sein sollte, wird das Wort verworfen.
Ansonsten iiberpriifen wir im String (M) ob es dort n — 1 verschiedene
Zustéande gibt. Der Endzustand wird bekanntlich nicht kodiert. Dazu muss
in den 11 getrennten Strings, jeweils die Anzahl der Nullen im Zustandsteil
gezahlt werden, das Maximum gespeichert und mit n — 1 verglichen werden.

a

Ein Ziel unserer Betrachtungen wird es sein, zu zeigen, dass das aus prakti-
schen Sicht sehr wichtige Halteproblem nicht entscheidbar ist, die zugehorige
Sprache 148t sich allerdings rekursiv aufzéhlen.

Lemma 16 Die Sprache H ist rekursiv aufzihlbar.
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Beweis. Wir konstruieren eine DTM M und verwenden dabei intern als Un-
terprogramm die universelle Turingmaschine M, die stets zunéchst iiberpriift,
ob der String einer Kodierung entspricht. Die Vorgehensweise ist somit wie
folgt:

e Simuliere M mit Eingabe x geméfl Beweis von Theorem 9 mittels M.
Falls die Eingabe nicht die Form w = (M)x hatte, lehnt die Maschine
das Wort ab.

e Falls die Maschine My die Eingabe (M)z (und damit M die Eingabe
x) verwirft oder akzeptiert, akzeptiere (M)x.

Zu zeigen ist, dass M nur die Worter akzeptiert, die in H liegen. Falls w € H
gilt, hilt die Maschine M fiir die Eingabe = (akzeptieren oder verwerfend)
und somit hilt auch M fiir die Eingabe (M)xz und akzeptiert das Wort w.
Falls w ¢ H gilt, dann hilt M fiir die Eingabe x nicht und somit terminiert
auch die Maschine M fiir die Eingabe (M )z nicht. O

3.4 Existenz unentscheidbare Probleme

Zunéchst wollen wir nun zeigen, dass es tatéchlich Sprachen gibt. die nicht
entscheidbar sind. Das Ergebnis werden wir dann fiir unser wichtiges Pro-
blem H verwenden. Die Tatsache, dass es nicht entscheidbare Sprachen gibt,
werden wir iiber ein Abzihlargument fithren.

Definition 17 Eine Menge M heifit abzihlbar, falls es eine surjektive Ab-
bildung f : IN — M gibt. Nicht abzihlbare Mengen heiffen iiberabzahlbar.

Jede endliche Menge ist abzdhlbar. Jede surjektive Abbildung f : IN —
M liefert automatisch eine Nummerierung der Menge M. Dabei lassen wir
doppelte Vorkommen aus M einfach weg. Bei unendlichen Mengen M liefert
die surjektive Abbildung f : IN — M eine laufende Nummerierung der
Menge M. Mathematisch gesehen erhalten wir so eine Bijektion f’ zwischen
IN und M. Dann spricht man auch von einer abzdhlbar unendlichen Menge
M. In diesem Sinne sind dann M und IN dann gleichmé&chtig.

Beispiele:

e Die Menge aller rationalen Zahlen @ abzihlen. Dazu benutzen wir bei-
spielsweise zunéchst eine surjektive Abbildung durch Paare

(17 %)a (27 %)7 (37 _%)7 (47 %)7 (5a _%)7 (67 %)7 (77 _%)7 (8a %)) (9a _%)7
(10, 3),(11,-1),(12,2),(13,—%), (14, 2) ... und zéhlen dann tatséichlich
nur die nicht vollstédndig gekiirzten Briiche, also

(1,9),(2,1):(3,5), (4,—3), (5, %), - -
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e Die Menge der Worter iiber {0,1} ist abzdhlbar unendlich, eine nat-
iirliche Aufzéhlung ist:

0,1,00,01, 10, 11,000,001, 010,011, 100, 101, 110, 111, 1000, . . .

e Die Menge aller Turingmaschinen ist abzahlbar unendlich, weil wir die
Maschinen durch ihre Gédelnummern beschreiben kénnen und es sich
dabei um eine Teilmenge von {0,1}* handelt.

Wir betrachten die Menge aller Abbildungen f : IN — {0, 1} und bezeichnen
diese mit {0, 1}N.

Theorem 18 Die Menge {0, 1}Y ist iiberabzihlbar.

Beweis. Offensichtlich ist {0, 1} unendlich. Angenommen, die Menge {0, 1}N
sei abzdhlbar unendlich, dann gibt es eine Bijektion ¢ : IN — {0, 1}N, die
jedem n € IN eine Funktion f,, : IN — {0, 1} zuordnet. Wir schreiben dann
die abzdhlbar vielen Funktionen und die Funktionswerte abgezéhlt in eine

Tabelle. Fiir die Nummerierung verwenden wir eine nach Annahme existie-
rende Bijektion zwischen IN und {0, 1}¥.

A1) A2) AG) AE) L)
f2(1) f2(2)  f2(3)  fa(4)  fa(5)
f3(1) f3(2) f3(3) f3(4) f3(5)
fa(1)  fa(2)  fa(3)  fa(4)  fa(5)
f5() f5(2) f5(3) f5(4)  f5(5)

Nun definieren wir eine Funktion fdiag aus {0, 1}V mit

[0 falls fi(i)=1
fdiag(z) ‘_{ 1 falls f;(i) =0

Falls {0, 1}N abziihlbar ist, so gibt es ein k mit fj, = fdiag' Andererseits ist
aber fi(k) # fdiag(k)' Die Bijektion kann nicht existieren. Ein Widerspruch,
{0, 1} ist iiberabzihlbar. O

Den obigen Trick im Beweis nennt man auch Diagonalisierungstrick. Wir
konnen jetzt auch leicht zeigen, dass die Potenzmenge (Menge aller Teil-
mengen) von IN, kurz P(IN) ebenfalls iiberabzahlbar ist.

Lemma 19 Die Menge P(IN) ist iberabzihlbar.
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Beweis. Es existiert eine einfache Bijektion zwischen P(IN) und {0, 1}¥.
Fiir jedes f in {0,1}N sei My = {j|f(j) = 1}. Offensichtlich existiert zu
jedem f aus {0, 1} genau ein M; und umgekehrt. |

Genauso gilt die folgende Aussage beziiglich aller Sprachen iiber {0, 1}.
Lemma 20 Die Menge aller Sprachen dber {0, 1} ist iberabzdhlbar.

Beweis. Jede Sprache iber {0, 1} ist eine binér kodierte Teilmenge von IN
und umgekehrt. Also gibt es eine einfache Bijektion zwischen P(IN) und der
Menge der Sprachen iiber {0, 1}. O

Jetzt ziehen wir den finalen Schluss. Da die Menge aller Turingmaschinen
abzihlbar unendlich ist, die Menge aller Sprachen iiber {0, 1} aber nicht, gibt
es mehr Sprachen als Maschinen und deshalb muss es zwangslaufig Sprachen
geben, die nicht entschieden werden kénnen.

Theorem 21 Fs existieren Sprachen, die unentscheidbar sind.

3.5 Konkrete unentscheidbare Probleme

Wir wollen den obigen Trick der Diagonalisierung zu Nutze machen, um
konkrete unentscheidbare Probleme zu konstruieren. Aus der obigen Be-
trachtung wissen wir bereits, dass wir die Menge der Turingmaschinen und
die Menge der Worter iiber {0, 1} abzihlen konnen. Fiir die Menge {0, 1}* ist
bereits eine konkrete Aufzihlung durch die Binérkodierung gegeben. Dass
Wort w; sei somit die Bindrkodierung von ¢. Wir wollen auch die Turing-
maschinen aufzéhlen. Dazu verwenden wir die Goédelnummerierungen der
Maschinen. Falls bin(i) keine Kodierung einer Turingmaschine ist, verwen-
den wir eine einfache Maschine Mg, die alle Worter ablehnt und nur das
leere Wort akzeptiert.

Sei also

M; = { M falls bin(i7) Goédelnummer von M ist (3.1)

Mp  falls bin(i) keine Gédelnummer ist

Wir betrachten die folgende Diagonalsprache:
Diag := {w € {0,1}*|w = w; und M; akzeptiert w;nicht}

Konkret ist das i-te Wort aus {0,1}* in Diag enthalten, falls es von der
i-ten Maschine M; nicht akzeptiert wird. Die Zugehorigkeit der Worter w;
zu Diag kénnen wir aus der Diagonalen einer Matrix A ablesen, daher auch
der Name der Sprache.

A — 1 falls M; akzeptiert w;
Y1 0 sonst
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wyp wW; W2 W3 W4 Ws

MyfO 1 0 0 1
Myl 1 1 1 0 1
Mzl 1 0 1 1 1
Ms] 0O O 1 1 O
My O 11 1 O

Es ist leicht zu sehen, dass Diag = {w;|A;; = 0} gilt.
Theorem 22 Die Sprache Diag ist nicht entscheidbar.

Beweis. Angenommen Diag ist entscheidbar. Dann gibt es eine DTM Mj;,
die Diag entscheidet. Wir wenden M; auf w; an.

Falls w; € Diag gilt, dann akzeptiert M; das Wort w;. Dann kann aber w;
nach Definition nicht in Diag gewesen sein. Ein Widerspruch!

Falls w; ¢ Diag gilt, dann verwirft M; das Wort w;. Dann muss w; aber
nach Definition in Diag liegen, ein Widerspruch!

Insgesamt kann es keine TM geben, die Diag entscheidet. O

Lemma 23 Das Komplement Diag der Sprache Diag ist nicht entscheidbar.

Beweis. Folgt direkt aus Lemma 14 und Theorem 22. O

3.6 Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Kommen wir nun zu unserer zentralen Aussage.

Theorem 24 Das Halteproblem
H = {{(M)x|M ist DT M, die bei Eingabe von x hdlt}
ist nicht entscheidbar.

Beweis. Angenommen H wére entscheidbar. Dann sei My die zugehorige
Maschine, die H entscheidet. Mit dieser Maschine kénnen wir dann aber
auch Diag durch die folgende Maschine MDiag entscheiden, sei dabei w die

Eingabe fiir Mm.

e Die Eingabe w entspricht einem w;. Berechne 7 und die Gédelnummer
(M;) der i-ten Maschine.



3.7. REDUKTIONEN 31

e Starte die Maschine My mit der Eingabe (M;)w.
e Falls My die Eingabe verwirft, verwerfe w.
e Falls My die Eingabe akzeptiert, so verwende die universelle Maschine

My und simuliere das Verhalten von M; beziiglich w. Ubernehme die
Ausgabe!

Die Maschine M-

Diag verwendet My und My als Unterprogramme.

Nun zeigen wir, dass unter den obigen Annahmen, die Maschine Mm die

Sprache Diag entscheidet, ein Widerspruch zu Lemma 23.

Falls w € Diag liegt, dann gilt dass M; das Wort w = w; akzeptiert. Somit
akzeptiert My das Wort (M;)w und die Simulation durch My fiihrt dazu,
dass Mm das Wort w akzeptiert.

Falls w ¢ Diag liegt, dann gilt dass M; das Wort w = w; verwirft oder nicht
hilt. Falls M; nicht hélt, verwirft My das Wort (M;)w und MDiag verwirft

das Wort w dann auch. Falls M; héilt und verwirft, halt zunéchst My aber
durch Simulation wird Mm Wort w verwerfen.

Diag wire entscheidbar! O

3.7 Reduktionen

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir gesehen, dass das Halteproblem
nicht entscheidbar ist, dabei haben wir die Unterprogrammtechnik verwen-
det. Falls das Halteproblem entscheidbar ist, dann kann mittels der univer-
sellen Maschine My und mit der dann existierenden Maschine Mg auch die
Sprache Diag entschieden werden. Ein Widerspruch entstand.

Wir wollen hier eine formalere Methode vorstellen, durch die sich Kom-
plexitéitsaussagen ableiten lassen. Wir wollen ein Problem in funktioneller
Weise auf ein bekanntes Problem iibertragen. Haben wir beispielsweise eine
Maschine, die fiir zwei Zahlen a, b € ZZ das Produkt a-b berechnet, so konnen
wir das Problem der Berechnung von a® ebenfalls leicht lésen, in dem wir
aus der Eingabe a zunichst das Produkt ¢’ = a - a berechnen und dann
nochmal das Produkt a - a/. In diesem Sinne ist a? intuitiv leichter zu 16sen
als a - b oder anders ausgedriickt a® wird auf das Problem a - b reduziert. Das
Problem a - b ist mindestens so schwer zu 16sen wie das Problem a?. Wenn
ich a - b 16sen kann, so auch a®. Die Umkehrung gilt némlich offensichtlich
nicht. Aus einer Berechnung von a?® 18t sich direkt keine Berechnung von
a - b ableiten.
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Wir hatten es bislang in erster Linie mit Entscheidungsproblemen und den
dazugehorigen Sprachen zu tun. Im obigen Sinne muss es bei einer Reduktion
eine geeignete Ubertragung von Wortern einer Sprache L’ in eine Sprache L
geben. Formal definieren wir eine Reduktion wie folgt.

Definition 25 Seien L' und L Sprachen iiber {0,1}. Die Sprache L' heifit
reduzierbar auf L, falls es eine totale Funktion f : {0,1}* — {0,1}* gibt,
fiir die gilt:

1. Fir alle w € {0,1}* gilt: wel & f(w)eL

2. Die Funktion f ist DTM-berechenbar, d.h. es gibt eine DTM My, die
f berechnet (siehe auch Definition 2).

Die Funktion f wird dann auch als Reduktion von L' auf L bezeichnet. Ist L'
auf L reduzierbar, so schreiben wir L' < L. Wir sprechen insgesamt davon,
dass L' auf L mittels f reduzierbar ist.

Fiir diese (und nicht nur fir diese) Definition ist es wichtig, dass stets die
Bedingungen vollsténdig tiberpriift werden. Wir verlangen eine totale DTM-
berechenbare Funktion f : {0,1}* — {0,1}*, die entsprechende Maschine
hélt also auf jedem Input und ist nicht durch eine Erweiterung des Wertebe-
reiches auf ¥* U { L} total ergénzt worden. Es reicht andererseits auch nicht
aus, nur w € L' = f(w) € L zu zeigen, das ist ja stets fiir L = {0, 1}* erfiillt.
Es geniigt insgesamt nicht, intuitiv mindestens so schwer wie als Argument
zu verwenden.

Bevor wir zu einem Beispiel iibergehen, zweigen wir, dass die obige Relation
< schone Eigenschaften hat.

Lemma 26 Die Relation < aus Definition 25 ist transitiv und reflexiv. Es
qgilt fiir alle Sprachen L, L' € {0,1}*:

1. L <L (reflexiv)
2. Aus ' < L und L < L" folgt L' < L" (transitiv)

3. L' < L mittels f < L' < L mittels f

Beweis.

Zu 1. Hier kann die Funktion ¢d : {0,1}* — {0, 1}* mit id(x) = z verwen-
det werden.
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Zu 2. Sei L’ < L mittels f und L < L” mittels g, dann gilt L' < L” mittels
go f, denn fiir jedes w € {0, 1}* gilt:

welL & flw)eLeg(f(w)el”s (gof)w)elL”.

Zu 3. Die Aussage
Vw e {0,1}*'w e L' & f(w) € L

ist dquivalent zu
Vw e {0,1}'w g L' & f(w) € L.

Daraus folgt die Behauptung. |

Das Ziel der Reduktion ist es, Berechenbarkeitsaussagen zu iibertragen.

Lemma 27 Seien L' und L Sprachen iber {0,1}. Es gilt:

1. Falls L entscheidbar ist und L' < L gilt, ist auch L' entscheidbar.

2. Falls L rekursiv aufzihlbar ist und L' < L gilt, ist auch L' rekursiv
aufzahlbar.

Beweis.

Zu 1.: Da L entscheidbar ist, gibt es eine DTM M7, die L entscheidet. Die
Maschine My, hilt auf jedem Input. Sei L' < L mittels f. Dann existiert eine
DTM My, die die totale Funktion f berechnet und somit auf jeder Eingabe
h&lt. Daraus konstruieren wir eine Maschine M7/, die eine Eingabe w wie
folgt verarbeitet.

e Berechene v = f(w) mit M.

e Lasse My, auf v laufen. Falls M} das Wort v akzeptiert, akzeptiere das
Wort w. Falls M;, das Wort v verwirft, verwerfe das Wort w.

Es gilt:

My, akzeptiert w < M| akzeptiert v = f(w) < f(w) €L
s wel
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Zu 2.: Analog zu 1. Der Unterschied ist, dass My, nicht auf allen Eingaben
halt und somit M, ebenfalls nicht. O

Insgesamt 148t sich festhalten, dass die Reduktion eine spezielle Form der
Unterprogrammtechnik darstellt. Natiirlicherweise lassen sich die Konklu-
sionen negieren.

Lemma 28 Seien L' und L Sprachen diber {0,1} mit L' < L. Es gilt:

1. Falls L' nicht entscheidbar ist, ist auch L nicht entscheidbar.

2. Falls L' nicht rekursiv aufzihlbar ist, ist auch L nicht rekursiv aufzihlbar.

Wir betrachten nun ein Beispiel. Die Sprache
A= {(M)z|M ist DT M, die die Eingabe von z akzeptiert}

sei das sogenannte Akzeptanzproblem.

Wir wollen zeigen, dass H < A gilt, das Halteproblem &3t sich auf das
Akzeptanzproblem reduzieren. Aus Lemma 28 und Theorem 24 folgt dann,
dass die Sprache A nicht entscheidbar ist.

Dazu definieren wir eine totale DTM-berechenbare Funktion f wie folgt:

w : falls w nicht von der Form (M)x fir DTM M
fw)=< (M)x : fallsw = (M)x fiir DTM M,
wobei die DTM M sich aus M wie folgt ergibt

M arbeitet bei Eingabe y € {0,1}* wie folgt:

e Simuliere M mit Eingabe y
e Falls M Eingabe y akzeptiert, akzeptiere y

e Falls M Eingabe y ablehnt, akzeptiere y

Falls w € {0, 1}* nicht von der Form (M )z ist, dann gilt offensichtlich gleich-
zeitig w ¢ H und w = f(w) ¢ A. Es bleibt zu zeigen, dass

w= M)z e He fw)=f(M)x)=(M)x € A
gilt.

?=": Aus w = (M)x € H folgt, dass M bei Eingabe von x hilt, nach
Definition von M akzeptiert M die Eingabe x und es ist (M)x € A.
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7«7 Aus (M)x € A folgt, dass M die Eingabe z akzeptiert. Dann muss
aber M auf der Eingabe z halten. Dann ist (M)z € H.

Insgesamt haben wir gerade das folgende Theorem bewiesen.

Theorem 29 Das Halteproblem lif$t sich auf das Akzeptanzproblem redu-
zieren, H < A. Das Akzeptanzproblem ist nicht entscheidbar.

Ahnliche Reduktionen beziiglich des Halteproblems gibt es fiir die Sprachen

H, := {(M)|M ist DT M, die bei Eingabe von € hélt}

Hyyp := {{M)|M ist DT'M, die bei Eingabe jedes = € {0,1}" halt}

Ubungsaufgabe: Formulieren Sie die Reduktionsbeziehungen unter H, H,
und H,j; und beweisen Sie diese durch die Angabe entsprechender Funktio-
nen.

3.8 Churchsche These und Registermaschine

Die Chruchsche These wurde in den 30er Jahtren von dem Mathematiker
Alonzo Church aufgestellt und besagt, dass davon ausgegangen werden kann,
dass alle im intuitiven Sinne berechenbaren Funktionen genau die Funktio-
nen sind, die sich durch die Turingmaschinen berechnen lassen.

Diese These ist nicht beweisbar, das sich der Begriff im intuitiven Sinne
berechenbar gar nicht formalisieren 148t. Es ist nicht klar, wo dieser Begriff
enden soll. Sobald man ein formales Rechen- oder Funktionenmodell ent-
wickelt hat, hat man sich darauf festgelegt. Da der Phantasie keinen Grenzen
gesetzt sind miisste man de facto jede andere verniinftige Beschreibung von
Funktionen oder Maschinen darauf zuriickfiithren kénnen. Es gibt dafiir aber
unendlich viele Beschreibungsméglichkeiten. Also begniigen wir uns damit,
dass schon sehr viele Aquivalenzen gezeigt wurden und die These dadurch
immer weiter untermauert werden konnte. Es wird stets eine These bleiben.

Wir hatten bislang die Aquivalenz zwischen 1-Band und Mehrbandmaschi-
nen bewiesen und darauf hingewiesen, dass man sich der Berechenbarkeit
auch durch die formale Beschreibung von rekursiven Funktionen ndhern
kann (was dann wiederum zu den DTM-berechenbaren Funktion fithrt). Wir
haben das hier nicht getan aber wie bereits bemerkt ist die Bezeichnung der
rekursiven (entscheidbaren) Sprachen historisch damit verkniipft.

Wir wollen uns nochmal ein alternatives, etwas moderneres Maschinenmo-
dell kurz anschauen und die Aquivalenz zu den Turingmaschinen skizzieren.
Das macht die These fiir uns ggf. noch etwas glaubhafter.
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Chursche These: Die durch eine Turingmaschine berechenbaren Funktio-
nen und sind genau die Funktionen, die sich im intuitiven Sinne berechnen
lassen.

Wir betrachten eine sogenannte Registermaschine RAM (Random Access
Maschine), die der maschinennahen Assembler-Sprache auf modernen Rech-
nern nachempfunden ist. Auf dem maschinennahem Assembler-Sprachen ba-
sieren dann wiederum auf einer Meta-Ebene alle modernen Programmier-
sprachen. Die RAM hat einen unbeschriankten Speicher der durch Register-
zellen R(0), R(1), R(2), ... realisiert wird. In jedem Register kann eine ganze
Zahlen abgelegt werden. Die Maschine arbeitet auf einem Programm mit
einer beliebig aber festen Anzahl an durchnummerierten Programmzeilen
mit entsprechenden Befehlen aus einer vorgegebenen Befehlsmenge. Ein Be-
fehlszihler b der Maschine legt fest, welche Befehlszeile als néchstes aus-
gefithrt wird. Die Befehle diirfen den Befehlszdhler und die Registerinhalte
dndern. Zu Beginn steht der Befehszéhler b auf 1. Ein Programm und Para-
meter konnen zu Beginn in der Maschine geladen werden; siehe Abbildung
3.1.

Wie bei den Turingmaschinen, gibt es verschiedene Arten von Registerma-
schinen. Es handelt sich dabei wieder um Abwandlungen, die durch Kon-
ventionen bestimmt sind. Beispielsweise werden héufig die Registerzellen
R(1),R(2),R(3),...,R(n) zu Beginn als jeweilige Eingabe vorsehen. Eine
konkrete Rechnung findet dann immer nur im Register R(0) (dann auch
Akkumulator genannt) statt; sieche Abbildung 3.1. Die restlichen Register
konnen aber iiberschrieben werden. Die Berechnungsméglichkeiten auf dem
Akkumulator sind Additition, Subtraktion, Multiplikation und ganzzahlige
Division. Die Register kénnen auch relativ angesprochen. Der Befehlssatz
und die zugehorige Semantik der hier betrachteten Maschine befindet ist in
der folgenden Tabelle 3.8 zusammengefafit. Es gibt Befehle zum Speichern
und Laden, fiir die Arithmetik, fiir Programmspriinge und das Ende.

Das folgende Registerprogramm berechnet die Summe von n Zahlen a; fiir
i = 1,...,n. Die Registereingabe ist dabei R(1) = n und in den Registern
R(4),R(5),...,R(4+ R(1)) sind die Zahlen R(i) = a;_3 firi=4,...n+3
abgelegt. Das Ergebnis befindet sich am Ende in R(2) und R(3) ist jeweils
die Adresse des nichsten Summanden.

Ubungsaufgabe: Schreiben Sie ein Registerprogramm, dass (i) das Maxi-
mum von n Zahlen berechnet und (ii) n Zahlen sortiert ausgibt.

Jetzt Vergleichen wir die beiden doch sehr unterschiedlichen Rechnermodel-
le. Die RAM beendet die Berechnung sobald ein ENDE Befehl erreicht wird.
Wir stellen zunéchst fest, dass die Registermaschinen Funktionen der Art
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’ Syntax \ Registerdnderung ‘ Befehlszahler
LOAD i R(0) := R(7) b:=b+1
CLOAD i R(0) :=1 b:=b+1
INDLOAD 1 R(0) := R(R(1)) b:=b+1
STORE 4 R(i) := R(0) b:=b+1
INDSTORE i R(R(7)) := R(0) b:=b+1
ADD i R(0) := R(0) + R(i) b:=b+1
CADD ¢ R(0) := R(0) +1¢ b:=b+1
INDADD 1 R(0):= R(0) + R(R(7)) | b:=b+1
SUB i R(0):=R(0) —R(i)  [b:=b+1
CSUB ¢ R(0) := R(0) — 1 b:=b+1
INDSUB ¢ R(0) := R(0) — R(R(i)) | b:=b+1
MULT 4 R(0) := R(0) - R(7) b:=b+1
CMULT i R(0) := R(0) -4 b:=b+1
INDMULT ¢ R(0) := R(0) - R(R(i)) b:=b+1
DIV ¢ R(0) := |R(0)/R(7)] b:=b+1
CDIV 4 R(0) := | R(0)/1] b:=0+1
INDDIV 4 R(0) := |R(0)/R(R(2))] | b:=b+1
GOTO j b:=j

. | falls R(0) rel =
IF R(0) rel x GOTO j b:= { b 1 sonst
END Ende der Berechnung

Tabelle 3.1: Der Befehlssatz einer Registermaschine mit Relation rel € {<
,>,=,<,>}. In der IF-Anweisung ist = eine feste Konstante.

R(0) Programm b
Akkumulator Zéhler
rOR@BE|RWIRG)| |

Speicher

Abbildung 3.1: Die Komponenten einer Registermaschine mit Akkumulator,
Programme und Parameter in den Registern kénnen geladen werden.
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Zeile ‘ Befehl Kommentar

1 CLOAD 0 Initialisierung

2 STORE 2

3 CLOAD 4

4 STORE 3

5 LOAD 2 Schleife

6 INDADD 3 N#chster Summand hinzu
7 STORE 2 Abspeichern

8 LOAD 1 Zihler

9 IF R(0) > 1 GOTO 11 | Letzter Summand?
10 END Fertig

11 CSUB 1 Zahler inkrementieren
12 STORE 1 Abspeichern

13 LOAD 3 Summand Index

14 CADD 1 Index erhéhen

15 STORE 3 Abspeichern

16 GOTO 5 Schleifenanfang

Tabelle 3.2: Ein RAM-Programm zur Berechnung der Summe von n Zahlen.

f 2% — 72" U {1} berechnen, wobei hier wie bei der DTM das Zeichen L
fiir das Nichtterminieren einer Berechnung steht. Da wir die ganzen Zahlen
auch eins zu eins bindr kodieren kénnen, gibt es beziiglich der Funktionsbe-
schreibung zwischen DTMs und RAMs keinen Unterschied.

Ein Unterschied herrscht allerdings im Speicherverhalten. Die Registerma-
schine darf beliebig grofie Zahlen abspeichern. Wie wir bereits wissen, kann
man dann in einem Register zum Beispiel eine vollstéindige DTM kodieren.
Diesen Vorteil miissen wir beziiglich eines Laufzeitvergleichs ein bisschen
abschwéchen. Zur Kodierung einer ganzen Zahl der Grofie n brauchen wir
in der Turingmaschine log n-Bits, die wir auch noch lesen miissen. Deshalb
haben wir folgende verschiedene Kostenmafle:

e Uniformes Kostenmaf}: Jeder Rechenschritt zahlt eine Zeiteinheit.

e Logarithmisches Kostenmafl: Die Laufzeitkosten eines Rechenschrittes
sind proportional zur binédren Lénge der Zahlen der dabei verwendeten
Register.

Die RAM ist offensichtlich méchtig genug, um die klassischen Algorithmen,
die wir im ersten Teil der Veranstaltung kennengelernt haben, zu realisieren.
Schleifen, rekursive Aufrufe und auch komplexere Datenstrukturen lassen
sich offensichtlich abbilden.
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Theorem 30 Jede t(n)-laufzeitbeschrinkte DTM M mit Eingabegrofie n

kann durch eine RAM simuliert werden, die im uniformen Kostenmodell

O(t(n)4n)-laufzeitbeschrinkt und im logarithmischen Kostenmodell O((t(n)+
n)log(t(n) + n))-laufzeitbeschrinkt ist.

Beweis. Wir skizzieren ein RAM-Programm, das eine 1-Band Maschine
simuliert. Das erste Register speichert die Kopfposition als Nummer. das
zweite Register speichert den Zustand als Nummer. Ab Register 3 werden
die aktuellen Bandinhalte der DTM an den Positionen 1,2,3,... exakt in
R(3),R(4), R(5), ... abgespeichert.

Die Simulation eines Schrittes wird wie folgt durchgefiihrt. Falls die DTM
in den Endzustand geraten ist, beendet die RAM die Berechung ebenfalls.
Ein einfacher Test im Akkumulator beziiglich der Zustandsnummer reicht
dazu aus. Ansonsten muss der Berechnungschritt uniform in konstanter Zeit
ausgefithrt werden. Zunéchst gibt es |Q| viele IF-Abfragen beziiglich des Zu-
standes und |X| viele Abfragen beziiglich des Zeichens der entsprechenden
beiden Register. Je nach Ausgang dieser Abfragen, wir Register 2 (Zustand),
Register 1 (Bandposition) und der Registerinhalt der Bandposition geéndert.
Dazu sind jeweils konstant viele Operationen mit dem Akkumulator notwen-
dig.

Die Initialisierung benétigt O(n) viel Zeit, jeder Rechenschritt der DTM
wird in konstanter Zeit umgesetzt. Daraus ergeben sich die Laufzeiten O(t(n)+
n) (uniform) und im logarithmischen Kostenmodell O((¢(n) + n)log(t(n) +
n)). Beachten Sie, dass die Konstanten von |@| und |X| abhéngen. O

Die umgekehrte Simulation ist ein wenig komplizierter, die Laufzeiten &ndern
sich polynomiell.

Theorem 31 Jede im logarithmischen Kostenmaf t(n)-laufzeitbeschrinkte
RAM mit Gesamteingabegrifie n (Inhalt aller Register im logarithmischen
Map3) kann fiir ein Polynom P durch eine O(P(t(n)+n))-laufzeitbeschrinkte
DTM M simuliert werden.

Beweis. Wir verwenden eine 2-Band DTM M mit Zustandsmenge Q =
QoUQ1UQ2U---UQ,, wobei m die Anzahl der Programmzeilen der RAM
ist. Durch die Zustandsmenge )y erzeugen wir die Ausgangssituation, die
Zustandsmenge Q,, stellt die Ausgabe zur Verfiigung. Jede Programmzei-
le hat eine Zustandsmenge @Qp und durch eine Ubergangsfunktion wird die
Arbeitsweise der Programmzeile simuliert. Durch den jeweiligen Zustands-
bereich wird sich automatisch auch der Befehlszéhler b gemerkt, unabhéngig
von der Eingabe. Die Béander sind wie folgt belegt:

e Band 1 enthélt die aktuelle Registerbelegung in der binér kodierten
Form
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###bin(R(0)#4bin(R(io))#bin(io) ##bin(R(i1))#bin(iy ) #+ - - -
#4#bin (i) #bin(iy ) ##+, wobei i, i1, ..., die laufenden Nummern
der verwendeten Register darstellt.

e Band 2 enthilt stets die aktuell betroffenen Registerinhalte und die
dazugehorigen Indizes. Hier wird die Rechnung simuliert (Akkumula-
tor).

Wir simulieren nun die Konfigurationséinderungen der RAM wie folgt. Wir
befinden uns fiir Befehlszéihler b in Zustandsmenge () und simulieren durch
ein Unterprogramm M; die Registermaschine:

1. M, kopiert die Inhalte der in Befehlszeile b angesprochenen Register
und deren Nummern auf Band 2.

2. M, fithrt die notwendigen Verdnderungen auf Band 2 aus (Umsetzung
des Befehls).

3. M kopiert das Ergebnis zuriick auf die Registerkonfiguration auf Band
1 und 16scht Band 2.

4. My wechselt in die Folgezustandsmenge @, fiir die néichste Befehszeile
a.

Offensichtlich 148t sich die RAM durch die o.a. D'TM simulieren. Die Lénge
des ersten Bandes ist stets durch O(n+t(n)) beschréinkt, da wir fiir jedes neu
generierte Bit in der RAM eine Zeiteinheit berechnen kénnen. Auch muss
die RAM die gesamte Eingabe lesen. Alle Unterprogramme vollziehen eine
konstante Anzahl von Rechenschritten, die im schlimmsten Fall von der ma-
ximalen Linge des ersten Bandes abhéngt aber polynomiell beschrankt ist
(zum Beispiel fiir eine Multiplikation). Ein einzelnes Unterprogramm macht
somit nicht mehr als ¢, x (n+t(n))* Rechenschritte fiir feste Konstanten ¢
und kp. Diese Konstanten hdngen nicht von n, sondern fest von der Befehls-
zeile b ab. Fiir nicht mehr als ¢(n) Rechenschritte der RAM gibt es dann
insgesamt stets feste Konstanten C' und k, so dass die Laufzeit der DTM
C x (n + t(n))* nicht iibersteigt. O

In einem weiteren Schritt konnten wir nun die Vergleichbarkeit von Tu-
ringmaschinen mit modernen Programmiersprachen untersuchen. Das wird
in einigen Quellen auch gemacht. Wir verzichten hier darauf. Zunéchst ist
klar, dass die hoheren Programmiersprachen im wesentlichen auf Assembler-
Code beruhen und deshalb nicht méchtiger sein kénnen als eine RAM oder
eine DTM. Deshalb wird in der Regel nur untersucht, ob sich mit den Kern-
regeln der jeweiligen Sprache auch die DTM-berechenbaren Funktionen be-
schreiben lassen. Eine solchen Analyse beschrinkt sich auf die wesentlichen



3.9. DER SATZ VON RICE 41

Programmierelemente, komfortable Befehle fiir Ein- und Ausgabe sind bei-
spielsweise nicht relevant fiir die eigentliche Rechenleistung. Beispielsweise
werden WHILE-Programme untersucht, deren spartanische Syntax eine ge-
zielte Analyse erlaubt.

3.9 Der Satz von Rice

Godel’s Unvollsténdigkeitsséitze besagen, dass es fiir keine komplexe mathe-
matische Theorie einen Algorithmus gibt, der alle darin formulierbaren Aus-
sagen auf Richtigkeit beweist. So ist beispielsweise die Priadikatenlogik zwei-
ter Ordnung (mit Quantifizierung {iber Relationen) unvollstéindig, wihrend
es fiir die einfache Aussagenlogik ein einfaches Kalkiil gibt, das jede Aussage
entscheidet.

Ubertragen auf Aussagen iiber das Verhalten von Turingmaschinen bzw.
iiber die Eigenschaften der von den DTMs berechneten Funtkionen ergibt
sich der Satz von Rice. Die nicht-trivialen Eigenschaften der von Turingma-
schinen berechneten Funktionen sind nicht entscheidbar.

Jede Turingmaschine M berechnet formal gesehen eine (moglicherweise par-
tielle) Funktion fys : {0, 1}* — {0, 1}*, die wir leicht auf eine totale Funktion
far :{0,1}* — {0,1}*U{ L} erweitern konnen, wobei L das Nichthalten der
Maschine interpretiert.

Sei also R := {fy : {0,1}* — {0,1}* U{L}|M ist eine Turingmaschine} die
Menge aller von DTMs berechneten Funktionen. Jede Sprache einer nicht-
trivialen Teilmenge S von R ist unentscheidbar. Zum Beispiel sind

o T :={(M)|M ist DTM, die auf jeder Eingabe hilt}

o Ey = {(M)|M ist DTM, die auf genau k Eingaben hélt}

nichttriviale Teilmengen.

Theorem 32 Sei S C R mit S # R und S # (). Die Sprache

L(S) = {(M)|M berechnet eine Funktion aus S}

ist nicht entscheidbar.

Beweis. Wir benutzen eine Reduktion und nutzen aus, dass in einer Ubungs-
aufgabe bereits gezeigt wurde, dass

H. := {(M)|M ist DT M, die bei Eingabe von € hilt}

nicht entscheidbar ist.
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Wir nehmen zunéchst an, dass die nirgendwo definierte Funktion undef in
S enthalten ist. Da S # R gilt, gibt es eine Funktion g € R\ S. Sei M, die
Maschine, die g berechnet.

Wir konstruieren die folgende Maschine M,, fiir eine Eingabe w:

1. Falls w keine korrekte Godelnummer ist, halte bei keiner Eingabe x

2. Sonst simuliere w = (M) auf der leeren Eingabe. H&lt diese Simulation,
wird danach die Maschine M, fiir beliebige Eingaben = simuliert.

Das bedeutet: M,, kann auf Worter x angewendet werden und berechnet die
folgende Funktion f,, fiir w:

undef : falls M auf leerem Band nicht halt
fw = oder w keine TM darstellt, also w ¢ H,
g :  sonst, also w € H,

Die Funktion h : {0,1}* — {0,1}* , die jedem w die Gédelnummer der
Maschine M, zuordnet ist DTM-berechenbar. Der erste Teil der Maschine
wird aus der universellen Maschine My gebaut, die die Maschine w = (M)
simuliert, der zweite Teil besteht aus der Maschine M. Nun ist sogar M,, =

Wir zeigen, dass w € He < h(w) € L(S) gilt.

weH, = fu=9
= von My, berechnete Funktion liegt nicht in S
= h(w) ¢ L(S)

w¢ H = f, =undef
= von My, berechnete Funktion in S
= h(w) € L(S)

Nun gilt aber auch w € H, < h(w) € L(S). Nach Definition 25, Theorem
14 und Lemma 27 gilt, dass H, < L(S) und L(S) ist nicht entscheidbar.

Der Fall undef ¢ S geht analog! O
Ubungsaufgabe: Fiihren Sie den obigen Beweis auch fiir undef ¢ S.

Der Satz hat sehr starke Konsequenzen. Insbesondere kann man keine au-
tomatische Programmverifikation programmieren. Ein solcher Algorithmus
miisste fiir alle Programme und einer gegebene Spezifikation (Funktion) ent-
scheiden, ob das Programm diese Funktion berechnet. Vorsicht! Im Einzelfall
ist das natiirlich immer moglich.
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3.10 Unentscheidbare Probleme ohne Selbstbezug

Alle bisher betrachteten unentscheidbaren Probleme hatten eigentlich im-
mer etwas mit einer Aussage iiber bestimmte (Turing)Programme zu tun.
Insgesamt resultierte daraus der Satz von Rice, der besagt, dass alle allge-
meinen nicht-trivialen Aussagen iiber Turingmaschinen nicht entscheidbar
sind.

Wir stellen hier ein paar Beispiele von klassischen unenscheidbaren Pro-
blemen vor, die zunéchst (scheinbar?) gar nicht aus dem Umfeld von Tu-
ringmaschinen stammen. Es sind in der Tat wichtige Allerweltsprobleme,
die ebenfalls unentscheidbar sind. Die Forschungsrichtung, die sich mit sol-
chen Problemen befaf3t nennt man auch Rekursionstheorie. Natiirlicherweise
geht es dabei letztendlich immer um Aussagen iiber die Berechenbarkeit von
Funktionen.

Das Postsche Korrespondenzproblem, kurz PKP, ist ein Entscheidungspro-
blem, das an ein spezielles Domino erinnert. Gegeben ist eine Menge von

Paaren {(x1,v1), (z2,y2), ..., (Tk, yr)}, wobei z; und y; Worter iiber einem
endlichen Alphabet ¥ (bei uns wiederum ¥ = {0,1}) sind. Es soll entschie-
den werden, ob eine Folge von Indizes i1,1i2,...,1, € {1,2,...,k} existiert,

so dass x;, Tiy - - - Xi, = Yi, Yiy - - i, gilt. Die Folge von Indizes soll minde-
stens ein Element enthalten, die Elemente diirfen sich sich aber wiederholen.
Die Elemente sind in diesem Sinne verwendbare Bausteine.

Fiir eine Menge w solcher Paare, die die Eigenschaft erfiillt, schreiben wir
dann auch w € PK P. Das Wort w gehort zur Sprache aller Worter, die eine
entsprechende Bausequenz erméglichen. Offensichtlich 148t sich die Menge
der Bausteine auch problemlos binér kodieren.

Bildlich lassen sich die Tupel als Bausteine interpretieren, die in einer be-
stimmten Reihenfolge hintereinandergelegt, oben und unten das gleiche Wort
ergeben sollen; siche Abbildung 3.2.

Eine beliebte Modifikation bzw. Vereinfachung dieses Problems ist die Fest-
legung, dass die Folge mit einem fest vorgegebenen Startelement (zi,y;)
beginnen muss. Beim Modifizierten Postschen Korrespondenzproblem, kurz
MPKP, ist eine Menge von Paaren {(z1,v1), (z2,¥2),..., (k, yx)}, und ein
Startpaar (x1,y1) gegeben, wobei z; und y; Worter iiber einem endlichen
Alphabet ¥ sind. Es soll entschieden werden, ob eine Folge von Indizes
2, ...,in € {2,...,k} existiert, so dass z1zi, - - - Ti,, = Y1¥i, - - - Vi, gilt. Ana-
log schreiben wir auch w € MPKP.

Wir zeigen zunéchst, dass sich MPKP auf PKP im Sinne der Sprachen re-
duzieren 148t.

Lemma 33 Das Modifizierte Postsche Korrespondenzproblem lGfst sich auf
das Postsche Korrespondenzproblem reduzieren, d.h. MPKP < PKP.
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100 00 1

0 01 10
(z1,91) (22, 92) (3, 3)

1 00 1 100

10 01 10 0

Abbildung 3.2: Eine Instanz des PKPs mit drei Bausteinen und eine Lésung.

Beweis. Eine Instanz des MKPK wollen wir mittels einer Funktion f in eine
Instanz des PKPs iiberfiihren, so dass die Eigenschaft der Konstruktion einer
entsprechenden Bausequenz erhalten bleibt.

Wir verwenden zwei zusitzliche Symbole # und $ und transformieren die
Bausteine mittels einer Funktion f wie folgt.

lyl

L2 bey und y; = y%y% eyt wird

Der Startbaustein (z1,y1) mit 1 = zjz7 - -z,
Al

Ly !
(a1,91) := (Fwifbatst o #, FH#vi# - #9")
transformiert. Der einzige Baustein, der mit # in x; und y; beginnt und
somit als Startbaustein des PKPs gewahlt werden muss.

Weiterhin werden alle Bausteine (x;, ;) fiiri = 1,2,..., k mit z; = a}27 -- -,

by

und y; = yllyz2 ceeytzu

() = (el a4, By B - )

transformiert.

Fiir den Abschluss der Sequenz erstellen wir einen Extrabaustein

(x§€+17 y;chl) = ($7 #$) .

Er ist der einzige Baustein, der mit dem gleichen Buchstaben in z; und y;
endet und somit als Endbaustein des PKPs gewéhlt werden muss.

Zunichst ist klar, dass die Funktion f DTM-berechenbar ist. Fiir eine (ko-
dierte) Menge von Bausteinen, kénnen wir eine (kodierte) Menge von neuen
Bausteinen konstruieren. Die zugehorige Funktion ist total. Jedes falsch ko-
diertes Wort wird auf ein falsch kodiertes Wort iibertragen.

Es bleibt zu zeigen: w € MPKP < f(w) € PKP gilt.
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=: Firw € MPKP existiert eine Sequenz von Indizes i, . .. , i, € {1,...,k}
mit 1z, - T, = Y Yio - Vi,

Offensichtlich gilt: )2}, --- 2} =71 = y1Y;, - Vi Y und somit ist f(w) €
PKP.

«<: Fir f(w) € PKP kann die Sequenz per Konstruktion nur mit zj und
y1* beginnen und mit :1:§€+1 und y,’gﬂ enden. Also gibt es Indizes 1, 4o, ..., in, k+
Le{l,... k+1} mit afa] --- 2] x5 = YiVi, - ¥; Y- In beiden Sequen-
zen wechseln sich bis auf das Endzeichen $ die # Zeichen mit den Zeichen
aus {0, 1} jeweils ab. Falls die Zeichen # und $ jeweils entfernt werden, dann
ergibt sich x1z;, - - - i, = Y1Yi, - - - Yi,,, also w € MPKP. O

Jetzt wollen wir noch A < MPKP zeigen, aus der Transitivitit der Redukti-
on folgt dann sogleich auch A < PKP und damit ist dann die Unentscheid-
barkeit von PKP gezeigt. Zur Erinnerung:

A = {(M)z|M ist DT M, die die Eingabe von z akzeptiert} .
Lemma 34 Es gilt: A < MPKP.

Beweis. Fiir die Reduktion ist eine geeignete Transformation des Akzep-
tanzproblems auf ein MPKP Problem vermége einer Funktion f notwendig.
Konkret wird fiir eine Maschine (M) die Ubergangsfunktion fiir eine ge-
gebene Eingabe z in eine Reihe von Bausteinen iibersetzt, so dass jeder
akzeptierende Ubergang genau durch eine Losung des korrespondierenden
MPKP gegeben ist. Wir werden dabei den Konfigurationen der Maschine
folgen, die Startkonfiguration ist stets ¢y« fiir den Startzustand ¢;

Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass der Buchtstabe # in der DTM
zur Kodierung nicht benutzt wird und Blanks nur fiir das Ende der Eingabe
verwendet werden. Das Konzept 148t sich leicht erweitern. Wir benutzen #
als Hilfsbuchstabe zur Konstruktion der Bausteine (auch aus Konsistenz-
griinden zu andere Literaturquellen). Im allgemeinen sei (M )x gegeben und
q1 der Startzustand und g, der Endzustand. Der Startbaustein ist:

o]
#HqLTH

Wir erzwingen dadurch, das oben als erstes ¢;x hinzugefiigt werden muss.
Versetzt darunter werden wir dann die Konfigurationen nachbilden. Da wir
die Konfiguration schrittweise nachbauen wollen, gibt es Kopierbausteine fiir

die Elemente:
#| @l |a] ..
|:#:| |:%:| |:a:| fllr a € {O, 1}
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Nur das Kopieren wird nicht ausreichen, da dann unten immer wieder eine
neue zusitzliche Kopie entsteht. Deshalb miissen die Ubergiinge wihrend
des Kopierens unten bereits mitkodieren. Fiir jedes 6(¢q,a) = (¢, b, N) mit
q # qn konstruieren wir (qa,¢'b), fiir jedes 6(¢q,a) = (¢’,b, R) mit q¢ # ¢,
konstruieren wir (ga,bq’) und fiir jedes §(q,a) = (¢’,b, L) mit ¢ # ¢, kon-
struieren wir (cqa, ¢'cd) fiir alle a,b,c € {0,1}.

Ubergangsbausteine fiir q # q,, a,b,c € {0,1}:

il [ 175

Am Ende des Bandes miissen auch Blanks behandelt werden, das machen
wir implizit durch Weglassen. Fiir jedes 0(q,U) = (¢/,b, N) mit ¢ # g, kon-
struieren wir (¢#, ¢'b#), fiir jedes 6(q,U) = (¢’, b, R) mit ¢ # ¢, konstruieren
wir (¢#, bq’#) und fiir jedes 6(q,U) = (¢/,b, L) mit ¢ # g, konstruieren wir
(cq#, ¢’ cb#) fiir alle a, b, c € {0,1}.

Spezielle Ubergangsbausteine fiir q¢ # qyn, a,b,c € {0,1}:

e ] 7]
it ] (o] [deb

Mit den bisherigen Bausteinen kénnen wir die Konfigurationswechsel un-
ten realisieren. Falls wir unten eine Endkonfiguration erreicht haben, muss
das Wort oben noch damit komplettiert werden, dazu benétigen wir die
Léschbausteine fiir den Endzustand ¢, fiir a € {0,1}:

{a%] [qa]
dn gn
Um die Simulation abzuschliefen, ist der Abschlussbaustein notwendig:

e

Wir verdeutlichen die Konstruktion an einem Beispiel. Betrachte dazu die
DTM M = {{07 L, #, $7 I—l}u {QIv q2, q3}7 67 qi, {Q3}}’ die die Sprache L= {w|w1 €
{0,1}*} entscheidet. Die Sprache aller Bindrwérter, die mit einer 1 enden.

(o o | 1 [ u |
q1 || (¢1,0,1) | (g2,1,1) | (g3,0,0)
¢ || (¢1,0,1) | (g2,1,1) | (g3,1,0)

Eine akzeptierende Konfiguration sieht wie folgt aus:

1101+ 1g201 - 10¢;1 - 101g2 - 101¢31
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Ubersetzt in die Bausteinwelt erhalten wir dafiir:

#q1101# [ 1g2] O] [1] | #]
(1] [q20] [1] [#]
1) _Oql] [1_ | # |
(170 117 #
1) _0] [1(12_ #
(1770 Q7
1) _0] [} [%1#}

Wir sehen, dass fiir die Berechnungsschritte die Konfiguration jeweils un-
ten textuell aufgefithrt wird und die Vorgéngerkonfiguration jeweils oben
steht. Damit die Konstruktion erfolgreich beendet werden kann, werden die
Loschbausteine verwendet:

(1] [0] [1] [ 2#

1] [o] [1 } [%1#}
(17 [0 [17] [q31] [#
1] [0] 1} [QS} [#]
TEEE
1] 10) Lags ] [#

1] _0‘13] [#}

1] [gs | [#

_1%] {#%#]

L g3 #

Es ist allgemein zu zeigen, dass A < MPKP gilt. Zunéchst ist klar, dass
die Funktion f DTM-berechenbar ist, jedes Wort (M)x kann in das ent-
sprechende MPKP Problem {iberfithrt werden. Wir miissen nun allgemein
zeigen, dass (M)zx € A & f((M)x) € MPKP gilt.

=: Fir (M)z € A gibt es eine Folge von Konfigurationen K; F Ky F
-+ K31 F Ky wobei K7 im Startzustand ¢; und K; im Endzustand ¢, liegt.

Wir kénnen wie oben erwihnt beginnend mit dem Startbaustein die Kon-
figurationsfolge unten mit Hilfe der Kopier- und Ubergangsbausteine durch
den String

#H#EK\H# Ko - # Ky 1 # K H#
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nachbauen. Oben steht dann nach Konstruktion der String

#FE 1 #Ko# - # K1 # .
Dieser 1d83t sich nun durch die Loschbausteine zum ersten String bis auf den
fehlenden Abschluss #g¢,# erweitern. Nach Hinzufiigen von [%} sind
beide Strings identisch, also f((M)x) € MPKP.

<: Sei nun (M)z ¢ A. Wenn (M) keine giiltige Maschine ist, kann f auf
eine Instanz des MPKP abbilden, die nicht 16sbar ist und wir sind fertig.

Sonst kann nach Konstruktion von f((M)xz) eine Losung nur mit dem Start-
baustein beginnen und muss dann irgendwann entweder den Endbaustein
oder einen ersten Ldschbaustein enthalten. Ansonsten kann die Anzahl der
Buchstaben der beiden Strings niemals gleich sein.

Sei also 1,41, 19,...1s die Teilfolge einer MPKP Losung, so dass is der erste
Losch- oder Abschlussbaustein ist. Hier taucht im oberen String zum ersten
Mal der Endzustand auf.

Dazwichen kann es dann nur Kopier- oder Ubergangsbausteine gegeben ha-
ben. Diese Bausteine sind so konzipiert, dass sie nur richtige Konfigurati-
onsfolgen versetzt um eine Konfiguration sukzessive schreiben konnen. Der
untere String ist stets eine Konfiguration weiter. Dann muss die Maschine
eine Konfigurationsfolge haben, die in einem Endzustand gerét. Somit hélt
die Maschine auf der Eingabe, ein Widerspruch. O

Weitere unendscheidbare Probleme sind beispielsweise das Game of Life.
Dabei geht es um die Frage, ob Vorhersehbar ist, wie sich eine Population
mit einfachen Verdnderungsregeln entwickeln wird.

Ein anderes mathematisch motiviertes unentscheidbares Problem ist das Fol-
gende:

Gegeben sind fiinf affine Abbildungen f1, fa,..., f5. Eine affine Abbildung
f ist definiert durch eine 2 x 2 Matrix A und einem Vector B mit jeweils
rationalen Koeffizienten durch f :Q? —®Q? mit f(v) = A-v+ B.

Das zugehorige unentscheidbare Entscheidungsproblem lautet: Seien ¢ =
(¢z,qy) und ¢’ = (gz,qy). Gibt es ein endliches Produkt von Abbildungen
aus {f1, f2,..., fs} so dass ¢ = (¢z,qy) auf ¢’ = (qa, qy) abgebildet werden
kann. Wie man sich ggf. leicht vorstellen kann, gibt es eine Reduktion von
PKP auf dieses Problem.



Kapitel 4

Komplexitit und die Klassen
P und NP

Nachdem wir uns in den vorherigen Abschnitten zunéchst konkrete Maschi-
nenmodelle eingefithrt und danach formell gezeigt haben, dass es Problem-
stellungen gibt, die grundsétzlich nicht durch ein Computerprogramm gelost
oder entschieden werden kénnen, wenden wir uns nun der Frage der Zeit-
komplexitét entscheidbarer Probleme zu. Entscheidbare Problemstellungen
konnen so schwer zu 16sen sein, so dass aus praktischer Sicht keine effiziente
(beziiglich Laufzeit und/oder Speicherplatz) Implementierung moglich ist.

Im Vorlesungsteil Algorithmen und Datenstrukturen hatten wir als Zeit- und
Platzkomplexitdtsmafl die O-Notation eingefiihrt, Algorithmen im Pseu-
docode formuliert und einzelne Berechnungsschritte durch Konstanten ab-
geschétzt. Wir haben dabei festgestellt, dass viele klassische Problemstellun-
gen in Polynomialzeit in Bezug auf die Eingabegrofle gelost werden kénnen.

Ubertragen auf unsere Maschinenmodelle entspricht diese Vorgehensweise
im wesentlichen einer RAM im uniformen Kostenmafl. Solang die verwen-
deten Objekte und Zahlen nicht zu grofl werden, ist die Annahme, dass eine
einzelne Rechenoperation in konstanter Zeit ausgefiihrt werden kann insge-
samt sinnvoll. Die Programme, die wir im Pseudocode formulieren kénnen,
lassen sich stets durch eine RAM oder eine Turingmaschine in anndhernd
(polynomieller Faktor) gleicher Laufzeit realisieren und umgekehrt. Deshalb
verwenden wir im Folgenden auch gelegentlich Pseudocode. Im Vorlesungs-
teil Algorithmen und Datenstrukturen waren obere und untere polynomielle
Laufzeitschranken von Interesse. Das wird hier unerheblich sein, wir wollen
eher wissen, ob es polynomielle obere Schranken gibt oder nicht. Wir kénnen
daher grofiziigiger mit den Laufzeiten umgehen.

Es ist aulerdem aus praktischer Sicht sinnvoll anzunehmen, dass eine ein-
zelne Rechnenoperation fiir angemessen grofle Zahlen in konstanter Zeit

49
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ausfithrbar ist. Alle modernen Rechner verwenden beispielsweise eine fest
eingebaute Floating-Point Arithmetik nach IEEE Standard die in einem
vorgegebenen relativ groflen Zahlenbereich sehr effizient arbeitet.

Vorsicht ist allerdings geboten. Es ist nicht erlaubt, beliebig grofie Zahlen zu
verwenden. Dadurch lieBen sich vollstandige (exonentiell grofie) Losungen in
einzelnen Zahlen konstant kodieren. Wenn wir also beispielsweise eine RAM
verwenden, miissen wir im Prinzip das logarithmische Kostenmafl verwen-
den.

4.1 Entscheidungs- und Optimierungsprobleme

Berechenbarkeitsfragen haben wir formal durch die Entscheidbarkeit von
Sprachen durch Maschinen beantwortet. Dabei wurde durch die Maschinen
entschieden, ob ein bestimmtes Wort zu einer Sprache gehort oder nicht.
Wir wollen hier motivieren, dass es auch bei der Einteilung von Proble-
men in Berechnungskomplexitéitsklassen im wesentlichen darum geht, die
Berechnungskomplexitéit von Entscheidungsproblemen zu untersuchen. An-
dere Problemstellungen lassen sich daraus leicht ableiten.

In der Praxis ist man nicht nur an ja/nein Antworten interessiert, sondern
auch an der optimalen Antwort oder an einer optimalen Lésung eines Op-
timierungsproblems. Wir wollen hier am Beispiel des Travelling-Salesman-
Problems (TSP) zeigen, dass diese unterschiedlichen Problemstellungen auf-
einander reduziert werden konnen. Effiziente Algorithmen fiir ein Entschei-
dungsproblem garantieren effiziente Algorithmen fiir das Optimierungspro-
blem, da die Reduktionen in der Laufzeit beschrinkt sind.

Zu beachten ist, dass wir formal definierte Reduktionen bislang zwischen
Sprachen betrachtet haben. Das werden wir auch so beibehalten und des-
halb bei formalen Reduktionen stets nur iiber Entscheidungsprobleme ar-
gumentieren. Hier soll nur gezeigt werden, dass die Betrachtung von Ent-
scheidungsproblemen keine Einschrankung darstellt, da sich dann auch Op-
timierungsprobleme l6sen lassen. Die Reduktion ist daher hier eine direkte
Unterprogrammtechnik.

Traveling Salesman Problem: Gegeben sind n Orte {s1, s2,...,s,} und
Kosten ¢;; € IN fiir die Reise von s; nach s;. Gesucht wird die kostengiinstigste
Rundreise (jeder Ort wird genau einmal besucht). Die Eingabe kann ein
Graph G = (V, E) sein mit einer Kostenfunktion fiir die Kanten.

Natiirlich ldsst sich diese Eingabe binér kodieren und es stellt sich dann
die Frage, ob das zugehorige Wort zu einer bestimmten Sprache gehort. Die
wesentliche Aufgabe wird es sein, das folgende Entscheidungsproblem zu
16sen. Dazu wird entschieden, ob ein Eingabewort der entsprechende Sprache
angehort.
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TSP-Entscheidungsproblem: Gegeben G = (V, E') mit Kantengewichts-
funktion ¢: £ — IN und ¢ € IN.
Frage: Gibt es eine Rundreise mit Gesamtkosten < t?

Falls es eine Turingmaschine M oder eine RAM gibt, die dieses Problem
entscheidet, dann lassen sich auch Maschinen beschreiben, die das folgende
Optimierungsproblem losen. Wir verwenden dazu ein kleines Programm im
Pseudocode einer héheren Programmiersprache.

TSP-Optimierungsproblem: Gegeben G = (V| E) mit Kantengewichts-
funktion ¢ : £ — IN.
Problem: Bestimme die Kosten der giinstigsten Rundreise.

Dieses Problem kann wie folgt auf das Entscheidungsproblem reduziert wer-
den. Wir berechnen k := " _p c(e) und benutzen bindre Suche.

1: Min := 0; Max := k;

2: while Max — Min > 1 do

34— Min-gMax

4:  Lose Entscheidungsproblem mit t;
5. if Antwort JA then

6: Max :=t;

7. else

8: Min :=t 4+ 1;

9: end if

10: end while

Zur Losung des Optimierungsproblems miissen somit nur [log k| viele TSP-
Entscheidungsprobleme gelost werden. Da logk < > _plogc(e) gilt, ist
log k durch die Eingabgrofie beschrankt. Falls ein polynomieller Algorith-
mus fiir das TSP-Entscheidungsproblem existiert, dann gibt es auch einen
polynomiellen Algorithmus fiir das TSP-Optimierungsproblem.

Natiirlich ist man nicht nur an der Lénge der optimalen L&sung, sondern
auch am optimalen Rundweg selbst interessiert. Das fithrt zu folgender funk-
tionalen Problembeschreibung:

Funktionales TSP-Optimierungsproblem: Gegeben G = (V, E) mit
Kantengewichtsfunktion ¢ : £ — IN.
Problem: Bestimme eine Rundtour mit minimalen Kosten.

Auch dieses Problem konnen wir auf das TSP-Entscheidungsproblem re-
duzieren. Zunéchst verwenden wir das TSP-Optimierungsproblem, um die
minimalen Kosten ¢y zu bestimmen.

1: Bestimme optimale Kosten to;
2: for alle e € E' do

3. cle):=cle) + 1;
4:  Bestimme optimale Kosten t(;
5: if tg >ty then
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6: c(e) :=c(e) — 1; // Kante e wird gebraucht
7. end if
8: end for

Nach der Terminierung sind genau die Kanten, die zu einer optimalen Rund-
tour gehoren nicht erhoht worden. Maximal (n? + 1) mal wurde das TSP-
Optimierungsproblem aufgerufen. Falls ein polynomieller Algorithmus fiir
das TSP-Entscheidungsproblem existiert, dann gibt es auch einen polyno-
miellen Algorithmus fiir das funktionale TSP-Optimierungsproblem.

Im Folgenden gehen wir davon aus, dass sich alle funktionalen Berechnungs-
probleme durch entsprechende Entscheidungsprobleme l6sen lassen und eine
polynomielle Laufzeit nur vom jeweiligen Entscheidungsproblem abhéngt.
Die (optimale) Laufzeit héngt natiirlich auch von der Reduktion selbst ab,
es geht aber, wie gesagt, nicht um optimale Laufzeiten, sondern um die
Groflenordnung der Laufzeiten.

Ubungsaufgabe: Formulieren Sie fiir das Sortieren von n natiirlichen Zah-
len ein Entscheidungsproblem und eine Reduktion. Das Sortieren soll als
funktionales Problem mittels des Entscheidungsproblems geltst werden.

4.2 Zeitkomplexitidt von Turingmaschinen

Zunéchst prézisieren wir nochmal den Laufzeitbegriff verwenden dazu Tu-
ringmaschinen und gehen davon aus, dass eine Sprache L von einer Maschine
M entschieden werden kann. Die Maschine hélt also bei jeder Eingabel!

Fiir ein Wort w € ¥* sei mit Ty;(w) die Anzahl der Rechenschritte von M
bei Eingabe w definiert. Fiir n € IN sei dann

Ty (n) == max{Ty(w)|w € X*, |w| <n}

und die Funktion T3 : IN — IN heifit die Laufzeit oder Zeitkomplezitdt von
M.

Durch die obige Definition ist automatisch sichergestellt, dass T); eine mono-
ton wachsende Funktion ist. Wir sagen auch, dass die DTM M eine Laufzeit
oder Zeitkomplexitit O(f(n)) hat, falls Ths(n) € O(f(n)) liegt.

Betrachten wir zum Beispiel nochmal die Maschine aus Beispiel 3 im Ab-
schnitt 2.2, die die Sprache L = {0*1%|k > 1} entscheidet. Wir verzichten
im Folgenden auf die genaue Maschinenbeschreibung bzw. auf Implementie-
rungsdetails und erldutern systematisch, was die Maschine tut.

1. Durchlaufe die Eingabe. Falls eine Null nach einer Eins auftaucht,
lehne ab.

2. Wiederhole die folgenden Schritte, solange noch eine Eins und eine
Null auf dem Band stehen.
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3. Durchlaufe das Band von links nach rechts, 1osche dabei die letzte Eins
und die erste Null. Gehe nach rechts zum letzten Zeichen.

4. Falls alle Zahlen geloscht wurden, akzeptiere die Eingabe. Falls nur
noch Einsen und keine Null mehr auf dem Band steht oder falls nur
noch Nullen und keine Eins mehr auf dem Band steht, lehne das Wort
ab.

Fiir die Laufzeitanalyse ist zunéchst klar, dass im 1. Schritt in O(n) gepriift
wird, ob w mit |w| = n von der Form 017 ist. Danach wird in jedem Schritt
3. das aktuelle Wort vollstdndig durchlaufen und um zwei Zahlen gekiirzt.
Jeder dieser Schritte benétigt maximal O(n) Schritte. Da aber in jedem
Schritt 2 Zahlen aufen geloscht werden kann Schritt 3. maximal n/2 mal
ausgefiihrt werden. Danach kann die Fingabe ggf. akzeptiert werden oder
die Eingabe wurde bereits vorher verworfen. Die Laufzeit betriagt also ma-
ximal O(n) + O(n?) = O(n?). Die Sprache L ist also in quadratischer Zeit
entscheidbar.

Definition 35 Sei ¢t : IN — IN eine monoton wachsende Funktion. Die
Klasse DTIME(t(n) ist definiert als:

DTIME(t(n)) := {L‘ L ist eine Sprache, die von einer DTM M } .

in Zeit O(t(n)) entschieden wird.

Wir haben uns hier auf Sprachen beschriankt, iiber funktionale Optimie-
rungsprobleme machen wir aber ohne Einschréinkung dhnliche Aussagen.

Die obige Betrachtung zeigt nun L € DTIME(n?). Die folgende informelle
Beschreibung einer DTM besagt, dass L sogar mit geringerer Zeitkomple-
xitét entschieden werden kann.

Beschreibung einer DTM M:

1. Durchlaufe die Eingabe. Falls eine Null nach einer Eins auftaucht,
lehne ab. Sonst geh zuriick zum Anfang des Bandes.

2. Wiederhole die folgenden Schritte, solange noch eine Eins und eine
Null auf dem Band stehen.

3. Durchlaufe das Band von rechts nach links und stelle dabei fest, ob
die Anzahl Einsen und Nullen beide gerade oder beide Ungerade sind.
Lehne ab, falls dies nicht der Fall ist. Sonst gehe zurck zum Beginn
der Eingabe.

4. Durchlaufe das Band und streich jede zweite Null und jede zweite Eins,
beginnend mit der ersten Null und der ersten Eins.
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5. Falls nur noch Einsen und keine Null mehr auf dem Band steht oder
falls nur noch Nullen und keine Eins mehr auf dem Band steht, lehne
das Wort ab.

Bei dieser Programmabarbeitung ist es so, dass Schritt 3. und 4. wieder-
um O(n) Aufwand bedeuten, aber insgesamt nur O(logn) mal aufgerufen
werden. In jedem Schritt wird die Hélfte der Zahlen gestrichen. Es gilt also
L € DTIME(nlogn).

4.3 Die Klasse P

Die Theoreme 30 und 31 zeigen, dass die folgende Definition effizient l6sbarer
Probleme unabhéngig vom jeweiligen Maschinenmodell (1-Band DTM, Mehr-
band DTM, RAM) betrachtet werden kann.

Definition 36 Die Klasse P ist definiert als

P = | | DTIME(n").
keN

Die Klasse P ist also die Menge aller Sprachen, fiir die es ein beliebiges aber
festes k gibt, so dass eine DTM M existiert, die die Sprache L in Laufzeit
O(n*) entscheidet. Die Klasseneinteilung ist sinnvoll, es handelt sich um
Problemstellungen fiir die

e .- wir eine mathematisch konkrete polynomielle Abschitzung vor-
nehmen.
e ... die aus praktischer Sicht effizient l6sbar sind.

Fiir die effiziente Losbarkeit aus praktischer Sicht ist es notwendig, dass der
zugehorige konstante Exponent k nicht zu grofl wird. £ = 1000 ist zum Bei-
spiel aus praktischer Sicht fiir grofle n definitiv nicht mehr effizient. Es zeigt
sich aber aus Erfahrung, dass fiir alle klassischen Problemstellungen auch
relativ kleine konstante & = 2,3,4,... gefunden werden konnen. Beispiele
fiir (funktionale) Problemstellungen aus P sind:

e Sortieren von Zahlen
e Berechnen eines minimalen Spannbaumes
e Maximaler Fluss in einem Netzwerk

e Zusammenhang eines Graphen
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e Tiefensuche und Breitensuche
o Kiirzeste Wege im Graphen

Wir wollen zwei Beispiele nochmal explizit betrachten und dabei unsere
bisher vorgestellten Maschinenmodelle verwenden.

Beispiel 1: Gegeben ist ein gerichteter Graph G = (V, E)) und zwei Knoten
s,t aus V. Gibt es in G einen gerichteten Pfad von s nach t¢.

Zunéchst kann G = (V, E) mit s und ¢ bindr als (V| E, s,t) kodiert werden.
Als Sprache ausgedriickt suchen wir eine DTM M, die die Sprache

PATIH — {(V, B.s.1) ‘ G = (V, E) ist ein gerichteter Graph mit s,t € V }

und einem gerichteten Pfad von s nach ¢

entscheidet.
Lemma 37 PATHc P.

Beweis. Wir geben eine DTM M an, die PATH entscheidet. Diese DTM
implementiert eine Breitensuche.

1. Verwalte eine Menge S = {s} und markiere s.

2. Wiederhole die folgenden Schritte, bis die Menge S leer ist oder t
erreicht wird.

3. Fiir alle a € S betrachte alle Kanten (a,b) € E in denen b nicht
markiert ist, fiige alle diese bs in S ein, markiere alle diese bs und
16sche die as aus S.

4. Falls t € S zu einem Zeitpunkt gilt, akzeptiere, sonst lehne ab.

Offensichtlich werden alle von s aus erreichbaren Knoten irgendwann in S
gefithrt, wobei beim i-ten Durchlauf von Schritt 3. alle Knoten die mit ¢
Schritten von s aus erreichbar sind, in S eingefiigt und markiert werden.
Falls diese Knoten spéter nocheinmal erreicht werden sollten, werden die
Kanten ignoriert.

Die relevanten Informationen miissen sinnvoll auf ein Band gespeichert wer-
den, um Schritt 3. auszufithren. Fiir jeden Knoten wird markiert, ob er
aktuell in der Menge S liegt und nach Schritt 3. liegen wird. Fiir jede Kante
wird notiert, ob der Endknoten markiert wurde.
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Schritt 1. und Schritt 4. werden nur einmal durchlaufen. In Schritt 3. werden
im schlimmsten Fall immer alle Kanten |E| = m und alle Knoten |V| =n
betrachtet. Wir miissen dann stets die gesamte Eingabe der Grofie O(n+m)
fiir alle aktuellen Knoten durchlaufen. Jeder Knoten ist aber nur genau
einmal aktuell. Also ergibt sich eine Laufzeit von O(n(n 4+ m)) fiir eine
Eingabe der GroBe O(n + m). O

Beispiel 2 (Sortieren): Gegeben N bindr kodierte Zahlen aj, as,...,an €
IN. Gesucht ist die aufsteigend sortierte Folge dieser Zahlen.

Lemma 38 Sortieren liegt in P.

Beweis. Wir verwenden eine RAM und bilden beispielsweise Insertionsort-
Algorithmus durch die RAM ab. Sei dazu n die Eingabelédnge, also die An-
zahl aller Bits zur Kodierung der N Eingabezahlen ai,aq,...,ay.

Im uniformen Kostenmaf erhalten wir eine Laufzeit von O(N?) im worst-
case. Fiir | = max;<;<y loga; kann jeder uniforme Schritt in Zeit O(l) auf
der RAM ausgefiihrt werden. Dann ist die Laufzeit der RAM im logarith-
mischen Zeitmal O(l - N?). Aus | < n und N < n folgt [ - N? < n3. Die
Laufzeit auf der RAM ist somit polynomiell beschréinkt. O

4.4 Nichtdeterministische Turingmaschinen

Es gibt Problemstellungen, die vermutlich nicht in P liegen. Sei beispielswei-
se G = (V, E) ein ungerichteter Graph mit Knotenmenge V' = {1,2,... n},
den wir durch eine Adjazenzmatrix binér kodieren kénnen. Eine k-Clique
im Graphen ist eine Teilmenge V' C V mit |V'| = k, so dass (i,5) € FE fiir
alle 7,7 € V/ mit ¢ # j gilt. Also ein Teilmenge von Knoten, so dass die-
se allesamt untereinander mit Kanten verbunden sind. Anders ausgedriickt
suchen wir nach einer Permutation 7 der Knotenmenge, so dass in der Ad-
jazenzmatrix eine k x k-Submatrix entsteht, die nur mit Einsen gefiillt ist.
Das Problem sei durch die folgende Sprache definiert:

Clique :— {(V,E, k) ’ G = (V, E) ist gerichteter Graph und k € IN, }

so dass G eine k — Clique enthélt

Es ist kein polynomieller Algorithmus bekannt, der die Sprache Clique ent-
scheidet. Fallls wir aber einen Kandidaten von k Knoten haben, fiir den
wir die Cliqueneigenschaft iiberpriifen wollen, dann geht das sehrwohl in
polynomieller Zeit. Alle momentan bekannten Algorithmen zur Losung des
Cliquenproblems testen im wesentlichen die Beweiskandidaten. Nehmen wir
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also an, wir hitten einen Mechanismus, der fiir uns den richtigen Beweis-
kandidaten rdt. Dann konnen wir das Problem in polynomieller Zeit 16sen.
Das fithrt zur Definition der nichtdeterministischen Turingmaschinen NTM.

Definition 39 FEine nichtdeterministische k-Band Turingmaschine (NTM)
ist ein 5-Tupel N = (X,Q,0,q1, F) wobei ¥,Q, qo und F genauso definiert
sind wie bei der DTM und die Zustandstbergangsfunktion ist von der Form

§:Q xSF = P(Q x TF x {—1,1,0}),

wobei P(Q x ¥F x {—1,1,0}%) die Potenzmenge, also die Menge aller Teil-
mengen der Menge von Q x XF x {—1,1,0}* bezeichnet.

Fiir eine 1-Band NTM ist die Interpretation eines Tupels der Form (¢, a) =
{(q1,c1,b1), (q2,¢2,b2), ..., (q,c, b))} so, dass die Maschine nach dem Lesen
des Buchstaben a im Zustand ¢ in eine der Folgekonfigurationen iibergehen
darf. Der Ubergang ist nicht deterministisch festgelegt, die Ubergangsfunktion
kann auch als Relation betrachtet werden.

Wir betrachten das folgende Beispiel eine NTM N. Wie bislang ist ¢; der
Startzustand und ¢3 der Endzustand.

o]l 0 |t [ o ]
a1 || (91,0,1),(g3,0,0) | (g2,1,1) | (g3,0,0)
q2 || (¢1,0,1),(g3,0,0) | (g3,1,—1) | (g3,0,0)

Konfigurationsdnderungen werden nun nicht als einfache Ketten dargestellt,
sondern durch Baume, die den Nichtdeterminismus beschreiben. Wir spre-
chen dann also von einem Berechnungsbaum. Beispielsweise ergibt sich ein
Berechungsbaum fiir die obige Maschine N bei einem Wort w = 0011 wie
folgt.

Der Baum enthélt ablehnende und akzeptierende Blétter. Beziiglich des Ak-
zeptanzverhaltens reicht ein akzeptierender Pfad aus.

Definition 40 Fine NTM N akzeptiert die Fingabe x € ¥*, falls es min-
destens eine Berechnung g¢ibt, die in eine akzeptierende Endkonfiguration
fiihrt.

Die von N akzeptierte Sprache L(N) ist definiert durch

L(N) :={w € ¥*|N akzeptiert w}.

Die NTM N akzeptiert die Sprache L falls L = L(N). Die NTM N ent-
scheidet L falls N immer hilt und N die Sprache L akzeptiert. Worter, die
nicht in L liegen werden verworfen.
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Abbildung 4.1: Der Berechnungsbaum der Maschine N.

Fiir Laufzeitabschétzungen der NTM beriicksichtigen wir nur die Eingaben
w € L(N). Wir gehen davon aus, dass sich die NTM immer den kiirzesten
akzeptierenden Pfad wéhlt, die Maschine rdt somit den besten akzeptieren-
den Pfad.

Definition 41 Sei N eine NTM. Die Laufzeit Ty (w) von N bei einer Ein-
gabe w € X* ist definiert durch:

Ty (w) = Linge des kiirzesten akzept. Pfades  falls w € L(N)
MET Y 0 sonst

Fiir n € IN st dann
Tn(n) := max{Ty(w)lw € ¥*, |w| < n}

und die Funktion Ty : IN — IN heifst Laufzeit oder Zeitkomplexitit von N.

Durch die obigen Definition ist automatisch sichergestellt, dass T eine mo-
noton wachsende Funktion ist. Wir sagen auch, dass die NTM N eine Lauf-
zeit oder Zeitkomplexitit O(f(n)) hat, falls T (n) € O(f(n)) liegt. Nun lésst
sich analog zu den DTMs die Klasse NTIME(¢(n) definieren.

Definition 42 Sei t : IN — IN eine monoton wachsende Funktion. Die
Klasse NTIME(t(n) ist definiert als:

NTIME(t(n)) := {L‘ L ist eine Sprache, die von einer NTM N } ‘

in Zeit O(t(n)) akzeptiert wird.
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Ubungsaufgabe: Welche Sprache entscheidet die NTM N aus dem obigen
Beispiel und welche Zeitkomplexitéit hat die Maschine?

4.5 Die Klasse NP

Erinnern wir uns an die Ausgangssituation der Uberpriifung von Beweiskan-
didaten. Eine Maschine kann nichtderterministisch einen beliebigen Beweis-
kandidaten erzeugen, den wir dann nur noch effizient iiberpriifen miissen.
Problemstellungen in denen das insgesamt effizient moglich ist, fassen wir
in der folgenden Klasse zusammen.

Definition 43 Die Klasse NP ist definiert als

NP = | J NTIME(n").
keN

Die Klasse NP ist also die Menge aller Sprachen, fiir die es ein beliebiges
aber festes k gibt, so dass eine NTM N existiert, die die Sprache L in Laufzeit
O(n*) akzeptiert. N P steht hierbei fiir nichtdeterministisch polynomiell. Als
erstes wollen wir zeigen, dass Clique eine Problem der Klasse N P ist.

Lemma 44 Cliqgue € NP.

Beweis. Wir beschreiben eine NTM N mit L(N) = Clique. Falls w =
(V, E, k) nicht dem Eingabeformat (kein Graph, keine entsprechende Zahl)
entspricht, verwirft die Maschine. Ansonsten arbeitet die Maschine wie folgt.

1. Fir G = (V, E) sei L die Anzahl der Knoten, also V' = {1,2,...,L}.
Wir schreiben das Wort #% hinter die Eingabe, der Kopf bewegt sich
auf das erste # Zeichen.

2. Die Maschine lduft von links nach rechts und ersetzt den String #%
nichtdeterministisch durch einen String aus {0,1}*. Dadurch lassen
sich alle Strings aus {0, 1}* in Zeit O(L) erzeugen. Sei x = (x1,z2,..., 21}
der erzeugte String.

3. Betrachte V, = {i € V|z; = 1} C V. Uberpriife, ob es sich um eine
k—Clique handelt. Es wird getestet, ob es zwischen allen Knotenpaaren
aus V,, Kanten in F gibt. Akzeptiere, falls es so ist, sonst verwerfe die
Eingabe.

Offensichtlich ist L(N) = Clique. Genau wenn G eine k — Clique enthiilt,
dann existiert ein String x = (z1,22,...,xp} so dass V, diese k — Clique
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darstellt. Die Laufzeit ist polynomiell in der Eingabe beschriankt. Schritt 1.
und das Uberpriifen der Eingabe kénnen in O(|E| + |V|) durchgefiihrt wer-
den. Schritt 3. bendtigt fiir jedes Knotenpaar V,, O(|E|+ |V|) = O(|E|) Zeit
zur Uberpriifung, insgesamt als O(|V|?|E|) = O(|E|?) Zeit. Jeder nichtde-
terministische Berechnungspfad aus Schritt 2. hat Lange |V|. Das Problem
lésst sich nichtdeterministisch polynomiell 16sen. O

Das Problem der Clique haben wir mit Hilfe des Nichtdeterminismus gelost.
Dazu wurde der richtige Beweiskandidat geraten. Ein generierter Beweiskan-
didat kann also in diesem Sinn auch als Zertifikat bezeichnet werden, dass
wir in polynomieller Zeit mit der jeweiligen Maschine iiberpriifen kénnen.
Diese Sicht der Dinge werden wir im Folgenden prézisieren.

Vorher formulieren wir noch einige Beispiele fiir Sprachen bzw. Problemstel-
lungen, die in NP liegen.

4.5.1 Beispiele fiir Probleme aus NP

Rucksackproblem: Gegeben ist eine Menge von Gewichten wy, wo, ..., wy €
{1,2,...,b} mit einem Rucksack der Kapazitét b € IN und Preisen p1, p2,...,pn-.
Gesucht ist eine zulédssige Losung mit maximalen Preis, also eine Teilmenge

K e {1,2,...,N} mit ), w; < K mit maximalen Wert ), p; unter
allen solchen Teilmengen K.

Das Rucksackproblem kann auch als Entscheidungsproblem definiert wer-
den, dabei wird entschieden, ob es fiir die Eingabe eine Losung einer be-
stimmten Giite gibt oder nicht. Wie in jedem Fall kann durch die Losung
des Entscheidungsproblems auch eine Losung des Optimierungsproblems
oder des obigen Funktionalen Optimierungsproblems gefunden werden. Der
zusdtzliche Aufwand ist polynomiell beschrénkt.

Hamilton-Circle: Gegeben ist ein ungerichteter Graph G = (V, E).
Frage: Gibt es eine Rundtour in G, so dass jeder Knoten genau einmal
besucht wird?

Ein sehr wichtiges Problem stammt aus dem Bereich der Aussagenlogik, die
in der Vorlesung Logik und diskrete Strukturen behandelt wurde. Dazu sei
V = {x1,x9,...} eine unendliche Menge aussagenlogischer Variablen, die
den Wert 1 (wahr, true) oder 0 (nicht wahr, false) annehmen kénnen.

Eine aussagenlogische Formel (oder auch aussagenlogischer Ausdruck) kann
nun wie folgt als Konjunktion (Und-Verbindung) von Disjunktionen (Oder-
Verbindung) definiert werden.
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o Fiir x; € V seien z; und —x; Literale. Jedes Literal y; ist eine aussa-
genlogische Formel.

e Seien y1,y2, ...y, Literale so ist der Ausdruck (y; Vys V-V yi) eine
Klausel vom Grad k und eine aussagenlogische Formel.

e Seien k1, ko, ..., k; Klauseln vom Grad < k, dann ist der Ausdruck k1 A
ka A -+ - Ak eine aussagenlogische Formel in konjunktiver Normalform
mit hochstens k Literalen pro Klausel.

Eine Belegung der in einer Formel in konjunktiver Normalform verwendeten
Variablen ist eine Zuordnung dieser Variablen z; in die Wahrheitswerte 0
oder 1.

Fiir eine gegebene Belegung gilt folgende Interpretation:

e Sei z; = 1(x; = 0) dann ist das Literal x; true (false) und das Literal
—x; false (true).

e Fiir Literale y1,ya, ...y ist die Klausel (y1 V ya V -+ V yi) true, falls
mindestens ein Literal fiir die Belegung true ist. Sonst ist die Klausel
false.

e Der aussagenlogische Ausdruck ki AkoA- - -Aky fiir Klausel ky, ko, ..., K
ist true, falls alle Klauseln true sind. Sonst ist der Ausdruck false.

SAT (Satisfiability): Gegeben: Ein aussagenlogischer Ausdruck k; A k2 A
-+ A k; mit Klauseln vom Grad < k in konjunktiver Normalform mit insge-
samt m verwendeten Variablen x1,za, ..., Zn.

Frage: Gibt es eine Belegung der Variablen, so dass der Ausdruck ki A ko A
-+« Ak true ist?

Im obigen Problem kann fiir jedes Wort, dass zu entscheiden ist, der Grad
k verschieden sein. Wenn wir k vorab festlegen, ist das ein interessanter
Spezialfall des Problems.

k-SAT: Gegeben: Ein aussagenlogischer Ausdruck k1 A ko A -+ A k; mit
Klauseln vom Grad < k mit fest vorgegebenen k in konjunktiver Normalform
mit insgesamt m verwendeten Variablen x1, o, ..., Ty,.

Frage: Gibt es eine Belegung der Variablen, so dass der Ausdruck ki A ko A
-+ Ak true ist?

Ein weiterer Spezialfall ist:
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Max-k-SAT: Gegeben: Ein aussagenlogischer Ausdruck o = ki AkaA---Nky
mit Klauseln vom Grad < k in konjunktiver Normalform mit insgesamt m
verwendeten Variablen x1,x2, ..., %y, und eine Zahl t.

Frage: Gibt es eine Belegung der Variablen, so dass mindestens ¢t Klauseln
aus ki, ko, ..., k; true sind?

Beim funktionalen Optimierungsproblem von Max-k-SAT wird eine Bele-
gung der Variablen gesucht, so dass die maximale Anzahl an Klauseln aus
ki, ks, ..., k; true ist.

Ubungsaufgabe: Zeigen Sie 2-SAT liegt in P.

Set-Cover: Gegeben ist eine Menge von Elementen S = {ej, ea,... ey} und
eine Menge T' = {11, T%,...,T}} von Teilmengen 7; mit Elementen aus S.
Gesucht: Eine Teilmenge aus 7', die exakt die Menge die Menge S abdeckt,
also eine Menge T" = {T;,,T},,...T;,} € T mit fiir jedes e; € S existiert
genau ein T;, € T' mit e; € T;;.

Auch fiir Set-Cover gibt es Spezialfille:

3-Exakt-Cover: Gegeben ist eine Menge von Elementen S = {e1, €2, ...}
mit m = 3n und eine Menge T' = {T4,Ts,...,T;} von 3-elementigen Teil-
mengen 7T;.

Gesucht: Eine Teilmenge aus T', die exakt die Menge die Menge S abdeckt,
also eine Menge T" = {T;,,T;,,...T;,} € T mit fiir jedes e; € S existiert
genau ein T;, € T' mit e; € T,

Knoteniiberdeckung (Vertex-Cover): Geben ist ein Graph G = (V, E)
und eine Zahl k£ € IN.

Frage: Gibt es eine Kontenmenge V' C V mit |V/| = k, so dass fiir jede
Kante (v,w) € E gilt: v € V' oder w € V'?

Knotenfirbung (Coloring): Gegeben ist ein Graph G = (V, E) und eine
Zahl k € {1,2,...,|V]}.

Frage: Gibt es eine Firbung ¢ : V. — {1,2,...,k} der Knoten von V mit
k Farben, so dass benachbarte Knoten verschiedene Farben haben, d.h., fiir
alle (v,w) € E gilt ¢(v) # c(w)?
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Probleme aus NP koénnen auch explizit etwas mit Zahlenberechnungen zu
tun haben. Als Beispiele gelten die folgenen Problemstellungen:

Partition: Gegeben ist eine Menge von N natiirlichen Zahlen {a1, as, ... ,an}

mit a; € IN.

Frage: Gibt es eine Teilmenge T" der Menge {1,2,...,N} sodass ) ;.pa; =
Zje{l’zwa}\T a; gilt, also eine Aufteilung der Zahlen, so dass die Summen
identisch sind?

Subset-Sum: Gegeben ist eine Menge von N natiirlichen Zahlen {a, ag, . . .,
mit a; € IN und ein b € IN. Frage: Gibt es eine Teilmenge 7' C {1,2,..., N}
so dass ) ;. pa; = b gilt?

Wir zeigen nochmal exemplarisch an zwei Beispielen, warum die beschrie-
benen Probleme in NP liegen.

Lemma 45 SAT liegt in NP.

Beweis. Eine NTM mit der Eingabe ki A ko A --- A k; mit Klauseln vom
Grad < k und insgesamt m Variablen kann zunéchst eine Belegung durch
den Nichtdeterminismus in Laufzeit O(m) raten.

Danach werden sukzessive die Klauseln iiberpriift. In jeder Klausel wird jede
Variable abgefragt. Man konnte fiir diese Uberpriifung beispielsweise eine 2-
Band DTM verwenden, die auf dem zweiten Band die geratene Belegung
enthilt und auf dem ersten Band die Eingabe. Sowohl die Belegung als auch
die Eingabe wird zur Kodierung der Variablenindizes zusétzlich einen log-
Faktor benotigen.

Fiir jede Variable, die auf dem ersten Band besucht wird, wird im zwei-
ten Band die Belegung durchsucht. Falls eine Klausel nicht erfiillt ist, wird
abgelehnt. Falls alle Klauseln erfiillt sind, wird akzeptiert.

Die Laufzeit betrégt O(m - (k- 1)) mit m < k-1 und ist polynomiell durch
die Eingabegroflie C - k - I beschriankt. Beriicksichtigen wir die Lange der Ko-
dierung der Variablenindizes, so wird ein zusitzlicher log? Faktor benétigt.
Die Laufzeit ist aber polynomiell. O

Lemma 46 Subset-Sum liegt in N P.

Beweis. Durch eine nichtdeterministische NTM koénnen wir die richtige Teil-
menge 1" in maximal N Schritten raten.

an}
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Danach addieren wir die Elemente in deterministischer Weise, beispiels-
weise durch eine RAM auf. Im uniformen Kostenmafl geht das auch in
Zeit O(N). Eine weitere Operation und ein Vergleich mit b liefert die Ant-
wort. Im logarithmischen Kostenmafl muss | := maxy; o nylog(a;) be-
trachtet werden. Jeder Rechenschritt der RAM wird in O(l) ausgefiihrt.
Dan = 2{1?27“.71\,} log(a;) + logb > [ die Eingabegrofe ist, wird insgesamt
eine Laufzeit von C -1 - N € O(n?) erzielt. O

4.6 Klasse NP durch Zertifikate charakterisieren

Bei der Einfithrung der Klasse NP hatten wir bereits iiber das Verifizie-
ren von Beweiskandidaten gesprochen und in den eben gefiihrten Beweisen,
haben wir stets zunéchst einen Kandidaten geraten und diesen dann deter-
ministisch {iberpriift. Dieses Beweisidee ldsst sich schon verallgemeiner, ein
klassisches Prinzip in der Theorie.

Definition 47 Fiir eine Sprache L heifit eine DTM V polynomieller Veri-
fizierer von L, falls es Polynome p und q gibt mit der folgenden FEigenschaft
existiert:

x € L< Jye{0,1} mit |y| < p(|z|) : V akzeptiert y#x in Laufzeit q(|y#x|).
Die Sprache L heifst dann polynomiell verifizierbar.

Lemma 48 FEine Sprache L liegt genau dann in NP, falls die Sprache po-
lynomiell verifizierbar ist.

Beweis. Sei L € NP. Dann gibt es einen NTM N, die z € L mit |z| = n
in polynomieller Zeit p(n) akzeptiert. Wir vereinfachen die nichtdetermi-
nistische Ubergangsfunktion dadurch, so dass immer maximal zwei nicht-
deterministische Ubergéinge existieren. Die beiden alternativen Uberginge
bezeichnen wir dann respektive mit 0 oder 1. (Die Anzahl der Ubergénge
ist allgemein stets durch die konstante Anzahl von Elementen aus ¥ und
@ beschrankt, deshalb ldsst sich diese Betrachtung entsprechend ohne Ein-
schrankung realisieren. Der Verzweigungsgrad der Maschine ist durch eine
Konstante k& beschrdnkt und hierfiir wiirden log k& Bits reichen. Die unten
angesprochene Lange des Zertifikats y und die Laufzeit von V bleiben poly-
nomiell. )

Bei einer Eingabe z mit || = n verwenden wir ein Zertifikat y € {0, 1}?(® mit
lyl| < p(Jz|). Der zu erstellende Verifizierer V' erhélt als Eingabe y#z und
simuliert einen Rechenweg deterministisch fiir die Starteingabe x, indem im
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i-ten Ubergang der Ubergang vy; auf 2 angewendet wird. Fiir jeden Simu-
lationsschritt muss maximal die Eingabe |y#x| konstant mal durchlaufen
werden. Deshalb kann der Verifizierer V die Eingabe y#x in polynomieller
Zeit q(|y#x|) akzeptieren:

x € L < N akzeptiert x in polynomieller Zeit

< Jy €{0,1}" mit |y| < p(|z|) : V akzeptiert y#x in Laufzeit q(|y#z|).

Umgekehrt existiere ein Verifizierer V' von L mit der angegebenen Eigen-
schaft. Wir wollen L € NP zeigen. Wir konstuieren eine NTM N, die x € L
in polynomieller Zeit akzeptiert. Dabei rit N das Zertifikat y € {0,1}* mit
ly| < p(|x|) in Zeit p(n) und fithrt dann V' auf dem Wort y#x deterministisch
in Zeit q(|y#x) aus, falls V das Wort y#x auch akzeptiert. Die Maschine N
akzeptiert die Eingabe x genau dann, wenn mindestens einer der moglichen
Rechenwege akzeptiert. Also gilt:

reLl < 3Jye{0,1}" mit |y| < p(|z|): V akzeptiert y#z in Laufzeit ¢(|y#x|)

< N akzeptiert x in polynomieller Zeit.

|

Ubungsaufgabe: Priizisieren Sie den obigen Bewetis fiir beliebige Ubergangsfunktionen

mit maximal k Verzweigungen.

Wir wenden das Lemma an einem Beispiel an.
Lemma 49 Das TSP-Entscheidungsproblem liegt in N P.
Beweis. Als Sprache formulieren wir das Problem durch:

TSP := {<V’ E,ct) ‘ und es gibt eine Rundreise durch V mit Kosten <t

Der Verifizierer Vpgp fiir diese Sprache kénnte wie folgt aussehen. Ei-
ne beliebige Rundreise kann durch eine Permutation 7 mit Knotenfolge
m(1),72),...,7(|[V]) beschrieben werden. Die Linge dieser Beschreibung
liegt in O(|V|log V).

Der deterministische Verifizierer V' erhélt als Eingabe die Permutation (7)#x
und iiberpriift zundchst, ob 7 eine Permutation ist. Da z die Beschreibung
des Graphen darstellt, gilt [(7)| € O(]V|log |V]) < |z| =: n. Danach wird

Vi-1

Y (i) m(i+ 1) +e(w((V]),m(1) < ¢

i=1

G = (V, E) Graph mit Kantenkosten c(i, j) € IN fiir (i,j) € F

b
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getestet und akzeptiert, falls die Aussage stimmt, sonst wird abgelehnt.

Offensichtlich ist V' ein polynomieller Verifizierer fiir L mit p(n) € O(n) und
mit einer Laufzeit ¢(|(m)#z|). Wir kénnen ndmlich annehmen, dass fiir [ =
> (.)er log(c(i, j)) < n die Addition und Subtraktion in Zeit C'- 12 € O(n?)
durchgefithrt werden kann. Fiir das jeweilige finden der Kosten in z wird
jeweils maximal O(|(7)#x|) Zeit benstigt. Somit ist ¢(n) € O(n?). O

4.6.1 P und NP

Offensichtlich gilt P C NP, da jeder deterministische Maschine ein Spezial-
fall einer nichtdeterministischen Maschine ist.

Das vielleicht bekannteste Problem der Informatik lautet wie die Frage

P=NP?

zu beantworten ist. Ist also P eine echte Teilmenge von NP (P C NP)
oder sind die Klassen identisch. Dariiber wurde in den letzten Jahrzehnten
intensiv diskutiert. Die Mehrheit der Forscher geht heute eher davon aus,
dass die Klassen nicht identisch sind aber es gibt bislang keinen Beweis
dafiir. Es gibt auch eine Gruppe von Forschern, die glauben, dass diese Frage
vielleicht gar nicht beweisbar sein kann bzw. die notwendige Theorie zur
genaue Beschreibung des Sachverhaltes noch nicht gefunden wurde. Wieder
anderer glauben, dass polynomielle Algorithmen mit in der Praxis vollig
irrelevanten groflen Exponenten arbeiten werden.

Im Prinzip stellt sich die Frage, ob man durch eine intelligente Vorgehenswei-
se auf die Generierung exponentiell vieler Beweiskandidatn verzichten kann,
eine solche Vorgehensweise ist unbekannt. Fiir die Losung des Problems kann
man mit einer Belohnung von 1 Millionen US Dollar rechnen.

4.7 N P-Vollstandigkeit

Aus P C NP folgt, dass nicht alle Probleme in NP schwer zu l6sen sind.
Deshalb mochten wir gerne eine Aufteilung der Probleme in NP vorneh-
men und der Begriff der N P-Vollstédndigkeit wird diesen Aspekt abdecken
und N P vollstandig sind dann die schweren Probleme aus der Klasse N P.
Das Konzept wird dadurch beschrieben, dass es ausreicht nur fiir eine N P-
vollstdndige Sprache einen deterministischen polynomiellen Algorithmus zu
entwerfen, um vollstdndig alle anderen solche Probleme polynomiell zu 16sen.
Wir werden zeigen das SAT N P-vollstandig ist und daraus die N P-Vollstén-
digkeit weiterer Problem folgern wie zum Beispiel TSP oder Clique.
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4.7.1 Polynomielle Reduktion

Reduktionen hatten wir bereits im Umfeld der Sprachen und der Frage der
Entscheidbarkeit verwendet, um die Komplexitdt der Berechenbarkeit von
Sprachen zu vergleichen. Wir wollen dieses Konzept nun durch eine Zeit-
komplexitdtskomponente erweitern und sprechen dann von polynomiellen
Reduktionen.

Definition 50 Seien Ly und Lo zwei Sprachen iber {0,1}.

L1 ist polynomiell reduierbar auf Ls, wenn es eine Reduktion von L1 nach
Lo mittels einer Funktion f mit f . X* — ¥* gibt und f in polynomieller
Zeit berechenbar ist. Wir schreiben dann auch L1 <, Lo.

Wenden wir den Begriff der Reduktion mittels f an, so miissen wir fiir
Li <, Lj eine totale DTM-berechenbare Funktion f : ¥* — ¥* finden, fiir
die

w€L1<:>f(w)€L2

gilt und fiir f gibt es eine DTM M, die f in polynomieller Laufzeit berechnet.
Die Definition ermoglicht es, einfache Ubertragungen von Komplexitéiten
vorzunehmen.

Lemma 51 Falls L1 <, Ly und Ly € P, dann gilt auch L1 € P.

Beweis. Fiir Ly gibt es einen polynomiellen Algorithmus A und es gibt eine
Funktion f, die L1 auf Lo reduziert. Daraus entwerfen wir einen Algorithmus
B. Dieser berechnet zunéchst aus einer Eingabe x fiir Ly die Eingabe f(x)
fiir Lo, startet dann A auf f(z) und {ibernimmt das Akzeptanzverhalten.

Dieser deterministische Algorithmus B ist in der Laufzeit polynomiell be-
schrankt. Zunéchst ist f durch ein Polynom p beschrinkt. Das heifit auch
|f(z)] < p(|z|)+ |x|, zumindest die Eingabe muss beriicksichtigt werden und
jedes Schreiben einer weiteren Ausgabe kostet auch eine Zeiteinheit. Die
Laufzeit von A wiederum ist polynomiell in der Grole der Eingabe |f(z)]
durch ein Polynom ¢ beschriankt. Die Gesamtlaufzeit von B fiir eine Eingabe
x der GroBe |z| ist dann beschrinkt durch p(|z|) +q(p(|z]) +|z|) < C-h(]z|)
fiir eine Polynom h. O

Ubungsaufgabe: Ist A <p B und B <, C so gilt auch A <, C.

Beispiele fiir polynomielle Reduktionen werden wir im iibernichsten Ab-
schnitt behandeln.
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4.7.2 Definition der N P-Vollstindigkeit

Wir definieren zunéchst die Klasse schwerer Probleme, auf diese Probleme
lassen sich alle Probleme aus N P reduzieren. Es handelt sich dann quasi um
einen Stellvertreter der Komplexitét.

Definition 52 FEin Problem L heifit N P-schwer (N P-hard im Englischen),
falls gilt:

Fir alle L' € NP gilt: L' <, L.
Daraus folgt sofort:
Theorem 53 L NP-schwer und L € P, dann folgt P = NP.

Beweis. Sei L’ ein beliebiges Problem aus NP. Es gilt L' <, L. Aus L € P
folgt nach Lemma 51, dass auch L’ € P gilt. Dann gilt NP C P und somit
NP =P. O

Definition 54 FEin Problem L heifit N P-vollstindig (N P-complete im Eng-
lischen), falls gilt:

1. LENP
2. L ist N P-schwer.

Wir haben also eine Teilmenge der Probleme aus NP beschrieben, die die
schweren Problem aus NP darstellen. Gelegentlich gibt es auch Problem-
stellungen, die nur N P-schwer sind, also die Tatsache, dass diese Probleme
auch in NP liegen, ist nicht unbedingt gegeben.

4.7.3 Beispiele polynomieller Reduktionen

In diesem Abschnitt zeigen wir fiir ein paar ausgewéhlte Probleme, dass sie
N P-vollsténdig sind geméfl Definition 54. Grundsétzlich muss man hierfiir
fiir ein Problem L € NP zeigen, das alle anderen Probleme L' € NP poly-
nomiell auf L reduziert werden kénnen. Nutzen wir die Aussage aus obiger
Ubungsaufgabe (nach Lemma 51), dann geniigt es zu zeigen, dass ein beliebi-
ges N P-schweres Problem L’ auf L reduziert werden kann. Das Theorem 57
wird uns sagen, dass SAT N P-vollstdndig ist. Im folgenden Beweis wird
dann zunéchst SAT <, 3-SAT gezeigt. Den Beweis des Theorems 57 fiithren
wir im Anschluss an diesen Abschnitt.

Wir beweisen nun das folgende Theorem. Die angegebenen Reduktionen
koénnen auch in dem Buch [1] von Blum nachgelesen werden.
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Theorem 55 Diese Probleme sind N P-vollstindig:

1. 3-SAT
2. Clique

3. Knoteniiberdeckung

Beweis. Wir reduzieren zunéchst SAT <, 3-SAT, dann 3-SAT <, Clique
und schlielich Clique <, Knoteniiberdeckung. Der Beweis des Theorems
folgt dann aus Theorem 57.

Fiir eine Reduktion L' <, L muss eine durch eine polynomiell zeitbe-
schrankte Turingmaschine berechenbare Funktion f angegeben werden, fiir
die gilt

wel & flw)el .

Wir gehen im Folgenden davon aus, dass in Polinomialzeit iiberpriift wer-
den kann ob w eine giiltige Instanz fiir die Sprache L’ kodiert, und be-
schréinken uns daher auf die Beschreibung der Funktion f fiir den Fall, dass
w tatséchlich eine solche Instanz kodiert.

1. Der Beweis 3-SAT € N P kann analog zum Beweis SAT € N P gefiihrt
werden. Wir zeigen nun, dass 3-SAT N P-schwer ist durch die Reduk-
tion SAT <, 3-SAT. Unser Ziel ist die Angabe einer turingberechen-
baren Funktion f, so dass gilt

(a, k) € SAT ist erfiillbar < (o/,3) = f((a, k)) € 3-SAT ist erfiillbar,

wobei a, o aussagenlogische Formeln in konjunktiver Normalform sind,
jeweils bestehend aus Klauseln vom Maximalgrad k& bzw. 3. Sei a =
ki A -+ A kg eine giiltige SAT-Instanz iiber m Variablen x1, ..., Tm,
und sei k; = Ly V---V Ly, 4 < n < k, eine beliebige Klausel in

«. Wir fithren n — 3 neue Variablen Ag,..., A,_4 ein, und ersetzen
k; durch eine Konjunktion k£ von n — 2 Klauseln vom Grad 3, iiber
den Variablen x1,...,xy,, Ag,..., Ap_4. Durch die Konstruktion wird
sichergestellt sein, dass k genau dann durch eine Belegung der Va-
riablen Ay, ..., A,_4 erfiillt werden kann, wenn k; bereits durch eine
Belegung der Variablen xq, ..., x, erfiillt ist. Wir definieren nun
k= (LiVLyVAy)AN(—mAgV LgV A1) A ...
A (—|Aj73 VLV Aj,Q) VAR
VAN (—|An75 VL, oV An74) VAN (—|An,4 VIL,1V Ln)

Da die Konstruktion von k offensichtlich in Polynomialzeit moglich
ist, geniigt es nun zu zeigen, dass genau dann wenn k; durch eine
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Belegung der Variablen x1,...,z,, erfiillt ist, k& durch eine Belegung
der Variablen Aq, ..., A,_4 erfiillt werden kann. Wir zeigen zunéchst,
dass wenn k; nicht erfiillt ist, k£ auch nicht erfiillt werden kann.

Wir nehmen fiir einen Widerspruch an, dass eine Belegung B der z;
und A;, 1 <7 <nund 0 < j <n— 3 gibt, so dass k; nicht erfiillt ist
wohingegen k erfiillt ist. Da durch B alle L; false sind, folgt zunéchst,
dass Ag true sein muss, da sonst die erste Klausel von k nicht erfiillt
ist. Foglich ist = Aq false, also muss weiterhin A; true sein. Widerholen
wir dieses Argument, so miissen letztendlich auch A,_5 und A,,_4 true
sein. Da nach Voraussetzung alle L; false sind fiir 1 < ¢ < n, ist die
Klausel (—A,,—4V Ly_1V Ly) nicht erfiillt. Dies ist ein Widerspruch zur
Annahme k sei durch Belegung B erfiillt. Somit ist & nicht erfiillbar,
wenn k; durch die Belegung der Variablen x1, ..., z,, nicht erfiillt ist.

Nehmen wir jetzt an, dass k; durch eine Belegung B der Variablen
x1,...,Ty erfillt ist. Es verbleibt zu zeigen, dass k dann auch durch
eine Belegung der Variablen Ay,..., A,_4 erfiillt werden kann. Da k;
durch Belegung B erfiillt ist, muss es einen Index j, 1 < j < n geben
mit L; = true gemifl B. Wir verfahren nun wie folgt.

o j e {1,2}: Setze A; = false Vi, 1 <1i <mn.
e je{n—1,n}: Setze A; = true Vi, 1 <i <mn.

e 2 < j<n—1:Durch L; wird die Klausel (—A;_3V L; V Aj_2)
erfiillt. Setze daher alle Variablen Ag,...,A;_3 = true und alle
Variablen A;_o,..., A,_4 = false.

Wir kénnen leicht verifizieren, dass k durch die Belegung der Variablen
Ag, ..., Ap_y4 erfiillt wird.

. Wir haben Clique € NP bereits zuvor bewiesen. Wir zeigen nun,

dass Clique N P-schwer ist durch die Reduktion 3-SAT <, Clique.
Wir konstruieren nun aus einer gegebenen 3-SAT Instanz o = k1 A
-+« A kg einen Graphen G = (V, E), so dass G genau dann eine k-
Clique enthélt wenn « erfiillbar ist. Falls in « eine Klausel weniger als
drei Literale enthélt, duplizieren wir zunéchst in jeder dieser Klauseln
ein Literal, so dass wir annehmen koénnen, dass jede Klausel genau
drei Literale enthilt. Nun nummerieren wir die Literale derart, dass
in Klausel k; genau die Literale Ls;—_o, L3;—1, L3; enthalten sind. In
der ersten Klausel sind folglich die Literale Li, Lo, L3 enthalten, in
der zweiten Klausel die Literale L4, L5, Lg und so weiter. Hierbei steht
jedes Literal L; jeweils entweder fiir einen Ausdruck z, oder —z,, wobei
der Index r natiirlich in j variieren kann.

Wir konstruieren nun zunéchst die Kontenmenge V' des Graphen G.
Fiir jede Klausel k;, 1 < ¢ < k erstellen wir eine Knotenmenge K; =
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{Lsi—2, L3i—1, Ls;}. SchlieBlich sei V' = Ule K;. Die Kantenmenge F
wird wie folgt konstruiert. Zwei Knoten v € K; und v € K; werden
genau dann durch eine Kante e € FE verbunden, wenn gilt

(a) i # 7 (d.h. v und v stammen aus verschiedenen Klauseln) und

(b) (u A v) kann erfiillt werden durch eine Belegung der Variablen
Z1,..., Ty (dh., angenommen i # j, wenn u = x,, dann wird u
mit v verbunden falls v # -z, und wenn u = —x,, dann wird u
mit v verbunden falls v # x,.).

Wir zeigen nun, dass o genau dann erfiillbar ist, wenn G eine k-Clique
enthilt.

Sei zunéchst « erfiillbar. Dann konstruieren wir eine Belegung B der
Variablen x1, ...,z welche « erfiillt. Da jede Klausel in « erfiillt ist,
koénnen wir in jeder Klausel k; einen Knoten v; € K; wéhlen, dessen
zugehoriges Literal geméfl B erfiillt ist. Nennen wir das zu Knoten v;
zugehorige Literal Lyg;y. Da durch B die Formel o = (LgqyA---ALg)
erfiillt ist, und keine zwei in o/ vorkommenden Literale aus derselben
Klausel in a stammen, sind in G auch alle Knotenpaare mit Knoten
aus {v1, ..., v} durch eine Kante verbunden. Somit existiert in G eine
k-Clique.

Nehmen wir nun an, dass G eine k-Clique C' enthélt. Nach Definition
der Kantenmenge FE stammen alle Knoten in C' aus verschiedenen
Klauseln, da andernfalls zwei Knoten aus einer Klausel mit einer Kante
verbunden wiren — im Widerspruch zur Definition von E. Bezeichnen
wir somit die Knoten in C' mit v1,...,v, wobei v; ein Knoten ist,
dessen Literal in der i-ten Klausel von « enthalten ist, fiir 1 < i <
k. Wir bezeichnen weiterhin wie zuvor mit Ly das Literal, welches
dem Knoten v; zugeordnet ist. Wir konstruieren nun eine Belegung B
der Variablen z1,..., 2, welche alle Literale Ly, ..., Ly erfiillt.
Geméf B ist dann auch « erfiillt, da jede Klausel in « ein Literal aus
der Menge {Ly1), - - -, Ly} enthélt.

Fiir jeden Knoten v; € C gilt entweder (i) Ly;y = x, oder (ii) Ly;) =
-z, fireinr € {1,...,m}. Dav; in G mit allen Knoten in C durch eine
Kante verbunden ist, gilt (i) =z, & {Lyay,-.., Ly} oder (ii) z, ¢
{Lerys - -5 Loy} Wihlen wir folglich Ly;y = true, dann wird kein
Literal der Menge {Ly(1), - - ., Ly} false; ggf. werden neben Lj;y noch
weitere dieser Literale ebenfalls true. Somit kénnen wir alle den Konten
v1, ...,V entsprechenden Literale durch eine Belegung der Variablen
T1,. .., Ty erfillen. Variablen x, mit {z,, =2, } N { Ly, - - -, Loy } = 0,
d.h. die in C nicht vorkommen, kénnen beliebig true oder false gesetzt
werden. Da nach Konstruktion jede einzelne Klausel in « erfiillt ist,
haben somit insbesondere eine Belegung B der Variablen xi,...,xx
konstruiert, welche « erfiillt.
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3. Eine nichtdeterministische Turingmaschine kann (nichtdeterministisch)
eine beliebige k-elementige Knotenmenge des gegebenen Graphen G
auswéhlen und verifizieren, ob diese eine Knoteniiberdeckung von G
ist. Somit gilt Knoteniiberdeckung € NP. Wir zeigen nun durch die
Reduktion Clique <, Knoteniiberdeckung, dass Knoteniiberdeckung
N P-vollstandig ist.

Definition 56 Fir einen beliebigen Graphen G = (V,E) bezeichne

G = (V,{V x V}\ E) den Komplementdirgraphen von G.

Zwei Knoten im Komplementirgraphen G von G sind somit genau
dann in G durch eine Kante verbudnen, wenn sie in G nicht adjazent
sind. Es gelten daher folgende Aquivalenzen, wobei C' immer eine k-
elementige Teilmenge von V bezeichnet.

G enthilt eine k-Clique C
-~
Je zwei Knoten in C sind in G durch eine Kante verbunden
=
Keine zwei Knoten in C sind in G durch eine Kante verbunden
=
V '\ C ist eine Knoteniiberdeckung von G der Grile |V| — k

Fiir jede Clique-Instanz (V, E, k) kann in Polynomialzeit sowohl der
Komplementirgraph G von G' = (V, E), als auch die Zahl |V| — k be-
rechnet werden. Wir haben somit das Clique-Problem auf das Problem
Knoteniiberdeckung reduziert.

4.7.4 Der Satz von Cook und Levin

Die zentrale Aussage, dass SAT N P-vollstindig ist, wurde unabhéngig von
Stephen Cook (1971) und Leonid Levin (1973) bewiesen. Er beinhaltet eine
Reduktion, die zeigt, dass jedes Problem aus NP in polynomieller Zeit auf
das Erfiillbarkeitsproblem reduziert werden kann.

Theorem 57 (Satz von Cook und Levin) Das Problem SAT ist NP-
vollstindig.

Bevor wir mit dem Beweis beginnen, beschreiben wir ein paar Hilfskonstruk-
te zur besseren Beweisfithrung. Der folgende Beweis stammt aus Blum [1].

Die Erfiillbarkeit einer aussagenlogischen Formel A mit Variablenmenge
V = {x1.29,x3,...} und einer Belegung beschreiben wir rekursiv durch eine
Funktion ¢(A), die entweder 0 (falsch) oder 1 (wahr) ausgibt.
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e Fiir die Variablenmenge V' = {z1.29,x3,...} legt o mit ¢ : V — {0, 1}
eine Belegung fest.

e Sei y ein Literal, dann ist

el falls y = z;
Ply) = { 1—p(x;) falls y = —z;

e Fiir Literale y1,y2, ...y, und die Klausel (y1 Vy2 V -+ V y) gilt:
o((1 Vy2 V- Vyg)) = max{p(y;)|l <i<k}.

e Fiir den aussagenlogischen Ausdruck ki A ko A --- A k; fiir Klausel
kl, kg, e ,kl gﬂt:

go(kl Nko A --- /\k‘l) = min{gp(k‘j)|1 <3< l}

Der aussagenlogische Ausdruck A ist genau dann erfillbar, falls eine Bele-
gung ¢ existiert mit p(A) = 1.

Desweiteren benotigen wir das folgende Hilflemma. Wir wollen fiir eine Va-
riablenmenge {x1, z2, ..., 2} einen Ausdruck A in konjunktiver Normalform
mit [? Literalen konstruieren, der genau dann erfiillbar ist, falls genau eine
dieser Variablen wahr ist.

Lemma 58 Fiir die Variablenmenge V = {x1,x9,...,x;} ist der aussagen-
logische Ausdruck

EzxactOne(xy,xa,...,17) = /\ (mx; V—zg) | Az Vg Ve--a)
1<i< <l

genau, dann erfillbar, wenn genau eine Variable aus V wahr ist. Der Aus-
druck EzactOne(z1,xa,...,x1) enthdlt genau 1% Literale.

Ubungsaufgabe: Beweisen Sie das Lemma 58.

Beweis.(Theorem 57, siehe auch [1]) Offensichtlich gilt, dass SAT in NP
liegt, siche Lemma 45.

Es muss gezeigt werden, dass L <, SAT fiir alle L € NP gilt. Sei also L
ein beliebiges Problem aus N P. Dann existiert eine NTM N mit L = L(N)
und polynomieller Laufzeit.

Wir nehmen an, dass es sich bei N um eine 1-Band NTM handelt. Analog
zum Beweis von Theorem 6 iiber die Simulation einer k-Band DTM durch
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eine 1-Band DTM ist diese Annahme beziiglich der Laufzeiten gestattet. Wir
benutzen zwei ausgewiesene Endzusténde fiir das Akzeptieren und Verwer-
fen, das erleichtert die Konstruktion und ist keine Einschréankung. Sei nun
p(n) = C-nf die zu N = (%,Q, 0, qo, F) und L zugehorige Laufzeitfunktion
und

L4 Q:{QO7q17"'7QH}
o ¥ ={aj,a2,...,a,} mit a; = U

o F'={qu_1,qu} wobei g, den akzeptierenden und ¢, den verwerfen-
den Zustand beschreibt.

Fiir eine Eingabe z € ¥* fiir N wollen wir einen aussagenlogischen Aus-
druck A(z) in polynomieller Zeit konstuieren, so dass "z € L <= A(x) ist
erfiillbar” gilt. Fiir die polynomieller Konstruktion spielt die Laufzeitfunk-
tion p von NN ein entscheidende Rolle. Die Laufzeitabschéitzung von N {iber
die Funktion p ist eine obere Schranke, mehr wissen wir leider iiber einzelne
Akzeptanzpfade der Worter nicht. Deshalb lassen wir die Maschine stets mit
maximaler Laufzeit weiterlaufen. Das realisieren wir, indem wir die Halte-
konfigurationen der beiden Zusténde ¢, und q,_1 beliebig oft wiederholen
lassen.

e Fiir §(gi,a;) = 0 und ¢ = u,u — 1 fiige §(qgi,a;) = {(gi,a;,0)} zur
Ubergangsfunktion hinzu.

Bemerkung: Falls es in ¢ andere Haltezustiinde ohne definierte Ubergéinge
gibt, konnen diese prinzipiell genauso erweitert werden.

Sei nun = € ¥* eine Eingabe fiir N mit |z| = n. Nun gilt z € L(N) ge-
nau dann, wenn es Konfigurationen Ko, K1, ..., K@) gibt, mit folgenden
Bedingungen:

o Ky ist die Startkonfiguration von N bei Eingabe .
e Ky ist die Folgekonfiguration von K fiir 1 <i < p(n).

e Der Zustand in K, ist gu.

Die Ubergangsfunktion von N kann als Relation mit einer endlichen Anzahl
m an Tupeln aus (@ x ¥) x (Q x ¥ x {—1,1,0}). Wir numerieren diese m
verschiedenen Tupel durch und koénnen somit eindeutig auf die Uberginge
durch eine Nummer zugreifen.

Jetzt wollen wir die Konfigurationsiibergéinge durch eine Formel in konjukti-
ver Normalform eindeutig beschreiben, dafiir ben6tigen wir Variablen, die in
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Typ ‘ Variable Intendierte Bedeutung
Zustinde | ¢ 0<t<p(n),0<k<u qtx = 1 & ¢ Zustand von K;
Inhalt at;; 0<t,i<p(n),1<j<r|a,; =14 a; Inhalt

1 — tes Bandquadrat in K}
Kopfpos. | s, 0 <t,i < p(n) st =14 In K; steht

L/S Kopf auf Bandpos. i

Ubergang | by; 0 <t <p(n), 1 <1l <m b;; =1 Ubergang [ wird von K;
nach K;,; angewendet

Tabelle 4.1: Bedeutung der Variablen. Die Anzahl der Variablen liegt in
O(p(n)?), da r und m unabhiingig von n durch Konstanten beschrinkt sind.

der Tabelle 4.7.4 angegeben sind. Die Anzahl der Variablen ist polynomiell
beschrankt.

Jetzt wollen wir den gesamten Konfigurationswechsel durch Formeln in kon-
junktiver Normalform beschreiben. Insgesamt wird fiir ein Eingabewort x =

aj, aj, - . . aj, mit der Lange n und fiir die Maschine N ein aussagenlogischer
Ausdruck

A(z) =SARAUA Ap(n),u

mit folgenden Bedeutungen entworfen. Zunéchst beschreibt g, den ak-
zeptierende Endzustand fir x € L. A(x) kann nur dann erfiillt werden, wenn
Ip(n),u = 1 gilt. Die weiteren Bedeutungen sind:

Startbedingung S : Die Startkonfiguration Ky mit Zustand gg. Der L/S-
Kopf steht auf dem ersten Bandquadrat und zLP(™~" ist der Bandin-
halt. Durch die Hinzunahme der LI-Zeichen stellen wir sicher, dass nur
wirklich verwendete Bandquadrate betrachtet werden miissen. Die Ma-
schine kann bei p(n) Schritten nur maximal bis zum letzten LI-Zeichen
vorlaufen.

Randbedingungen R : Fiir jedes K; mit 1 < ¢ < p(n): Die Maschine
N befindet sich in genau einem Zustand, der L/S-Kopf steht auf
genau einer Kopfposition, jedes signifikante (siche oben) Bandqua-
drat enthilt genau einen Inhalt. Falls ¢ < p(n) gilt, gibt es fiir den
Ubergang zu K;.; genau ein Tupel aus §, das anwendbar ist.

Ubergangsbedingungen U : Fiir 1 < ¢t < p(n) wird der Zustand, die
Kopfposition und die Bandinschrift fiir die Anwendung des Ubergangs
von Ky nach Ky festgelegt.

Zunichst kann die Startkonfiguration leicht durch
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S = qo,0N801/NA01,5; NG02,55 N+ NGOG, NCOR+1,1 A Q0421 A+ - NG p(n).1
beschrieben werden.

Fiir einen Zeitpunkt ¢ kénnen die Randbedingungen R(t) nach Lemma 58
durch

Rzustand (t) = ExaCtone(Qt,()a qt1y-- -, Qt,u)
Rposition(t) = ExactOne(si1, 512, .., St pm))
Rlnhalt (t) = /\ ExaCtone(at,iJ? at,i,27 ceey at,iﬂ’)
0<i<p(n)
Rﬁbergang(t) = ExactOne(bs,1,bt2,...,01,m)

beschrieben werden. Nach Lemma 58 kénnen diese Ausdriicke mit insgesamt
h(u,r,m,n) := (u+1)2 + p?(n) + (p(n) + 1)r?2 + m? € O(p?(n)) Literalen
beschrieben werden. Insgesamt ergibt sich daraus der Ausdruck

= /\ (R ustand (t) A Rposition(t) A Riphatt (£) A Rﬁbergang(t))
0<t<p(n)
mit (p(n) + 1) - h(u,r,m,n) € O(p*(n)) vielen Literalen.
Analog wollen wir nun mit U(t) einen Ausdruck beschreiben, der den kor-
rekten Ubergang von K; nach K, fiir 0 < t < p(n) beschreibt.

Folgendes muss zum Zeitpunkt ¢ fiir ein Bandquadrat ¢ geleistet werden.

1. Falls N das i-te Bandquadrat nicht liest, darf hier in diesem Bandqua-
drat nichts gedndert werden.

2. Falls N das i-te Bandquadrat liest und beim Ubergang zur Konfigura-
tion Ky das I-te Tupel ((qx,, aj,), (Qx,> @5, vi)) der Ubergangsfunktion
anwendet, dann ist der Ubergang wie folgt:

Zeitpunkt ¢t : g, ist der Zustand und aj, ist der gelesene Inhalt im
Bandquadrat <.

Zeitpunkt £+ 1 : ay, ist der Zustand, aj, der Inhalt im Bandqua-
drat ¢ und ¢ + v; die Kopfposition.

U (t,7) muss beispielweise ausdriicken, dass (—s;iAari ;) — arr1,,; gilltig ist.
Implikationen der Art (X — Y') ersetzen wir dquivalent durch =X VY und
somit (—sy; A agij) — ai41,4,; durch die dquivalente Klausel (s;; V —ay;; V
At+1,5+

Die Bedingung 1. von U(t) fiir ein spezielles i lautet somit:

Ui(t,i) == /\ (78t A arij) = Qg1 = /\ (8t V "agij V Git1,,5)
1<5<r 1<5<r
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Solche Implikationen lassen sich nun auch fiir die Bedingung 2. und das
Tupel | umsetzen. Die Implikationen haben die Form (s;; A by;) — -) und
werden entsprechend umgesetzt durch (—sy; V —bg; V -)

Us(t,i) = N

1<i<m

(=82, V =bey Vg g,)

A(=5t5 V =be Voagj,)

A(=sti V =b Vg 5,

A(=sti V by Vam,m)
(

A8 V =be g VoS4t ig)]

Fiir einen Zeitpunkt ¢ muss dass fiir alle Bandquadrate ¢ gepriift werden:

Ut)y:= N Ui(t,i) AUs(t,i).
0<i<p(n)

Da Ui (t,4) aus 3r Literalen und Us(t,4) aus 15m Literalen besteht, besteht
U(t) aus (p(n) + 1) x (3r + 15m) Literalen.

U(t) muss wiederum fiir alle Zeitpunkte gelten. Insgesamt ist dann

U= N\ U:i(t) AUx(t)
0<t<p(n)

und enthilt fiir p(n) + 1 Zeitpunkte insgesamt (p(n) + 1) x (3r + 15m)
Literale.

Aus den obigen Konstruktionen ergibt sich, dass S A R AU A gy, aus
O(p3(n)) vielen Literalen besteht. Offensichtlich ist es auch moglich aus der
Maschine N und dem existierenden nichtdeterministischen Rechenweg das
Wort A(x) in polynomieller Zeit abhéngig von n = |x| zu berechnen. Wir
miissen die Maschine kodieren und beim Ablauf das Wort erstellen.

Falls die Maschine N das Wort x verwirft, dann wird als Ausdruck A(z)
ein nicht-erfiillbarer Ausdruck zuriickgegeben. Wir kénnen dabei auch die
Funktion p(n) verwenden, um die Konstruktion nach mehr als p(n) Schritten
abzubrechen.

Insgesamt gibt es eine DTM-berechenbare Funktion f, die jede Eingabe x
in einen Ausdruck A(x) tibertragt. Die Konstruktion kann in polynomielle
Laufzeit durchgefiihrt werden und benstigt O(p3(n)logn) viel Platz.

Es bleibt zu zeigen:
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r€Le Alx) € SAT .

kb :>” .
Fall x € L liegt, existiert eine Berechnung von N beziiglich z, die z in p(|z|)

Schritten akzeptiert. Dass heiffit dass eine Folge von Konfigurationen mit

Ko, K1, ..., Ky existiert mit:

e K ist die Startkonfiguration von N bei Eingabe x.
e K1 ist die Folgekonfiguration von K; fiir 1 < i < p(n).

e Der Zustand in K, ist gy.

Fiir das Wort A(x) kénnen wir eine Belegung ¢ der Variablen angeben, die
A(z) erfillt. Wir verwenden exakt die in Tabelle 4.7.4 intendierte Belegung,
diese erfiillt den Ausdruck A(x) gemifl Konstruktion.

Fir 0<t<p(n), l<k<u qu= 1 falls g; Zustand von K;

0 sonst
1 falls a; Inhalt i-tes
Fir0<ti<pn),1<j<r a;= Bandquadrat in K;
0 sonst
1 In K; steht
Fir 0 <t,i < p(n) St = L/S Kopf auf Bandpos. i
0 sonst
1 Ubergang I wird von K
Fir0<t<pn),1<l<m b= nach K;1 angewendet
0 sonst

2 <:77 .
.

Sei nun umgekehrt A(z) konstruiert worden. Sei ¢ eine Belegung der Varia-
blen, die A(z) erfiillt.

Da ¢(R) = 1 gilt, gilt fiir jedes 0 < t < p(n):
e ExactOne(g:0,q1,1,-- -, Gtu)
° ExactOne(sm, S$¢,25 -+, St,p(n))
° /\ogigp(n) ExactOne(at; 1, at,i2;, - -, Qi)

e ExactOne(by1,bt2,...,btm)

Dann gibt fiir jedes ¢ genau ein k() mit (g k)) = 1 und genau ein i(t) mit
©(8t,i(t)) = 1 und genau ein [(t) mit p(by ;) = 1 und fiir 1 <4 < p(n) genau
ein j(t,4) mit p(az; ;) = 1. Dann beschreiben diese wahren Variablen
genau die Konfiguration Kj:
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e Zustand: g

e Kopfposition: s; ;)

e Bandinhalt: (a;,1), @j(,2), - - @j(t,p(n)))

o Ubergang: ((a(r), i) ) (5 (r): a5, 2 i(t)))

Wegen ¢(S) = 1 ist £(0) = 0 und (0) = 1 etc. also Ky die Startkonfigura-
tion. Wegen ¢(qy(n),) = 1 ist K, eine akzeptierende Konfiguration.

Da auch ¢(U) = 1 gilt, ist U(t) = 1 fiir alle 0 < ¢ < p(n). Dann folgt
aus Up(t), dass j(t + 1,4) = j(t,4) fiir alle i # i(t) ist. Somit wird die
Bandinschrift stets nur unter der Position i(¢) geéndert.

Fiir i(t) und I(t) folgt aus (s ;) = 1 und @(by ) = 1, dass in Ua(t) nun
‘P(at+1,z‘(t),jl(t)) = 1 und @(8¢4+1,i+v,,,) = 1 gelten muss. Also ist das I(t)-te

Tupel der Ubergangsfunktion anwendbar und findet beim Ubergang von K
nach K,y eine korrekte Anwendung.

Insgesamt ist Ko, K1, ..., Kp@;) eine akzeptierende Konfigurationsfolge fiir

x beziiglich N und es gilt x € L.
O

4.7.5 N P-Vollstandigkeit arithmetischer Probleme

Zunachst moéchten wir hier noch die N P-Vollsténigkeit zweier arithmetischer
Probleme zeigen, so dass wir im néchsten Abschnitt leicht zeigen kénnen,
dass die Optimierungsprobleme des Rucksackproblems und des Bepackens
von Behdltern ebenfalls schwere Probleme sind, fiir die wir bestenfalls schnell
Approximationen berechnen koénnen.

Subset-Sum: Gegeben ist eine Menge von N natiirlichen Zahlen {a, ag, . ..,
mit a; € IN und ein b € IN. Frage: Gibt es eine Teilmenge 7' C {1,2,..., N}
so dass ) ;.pa; = b gilt?

Theorem 59 Subset-Sum ist N P-vollstindig.

Beweis. (Skizze) Zunichst ist klar, dass Subset-Sum in NP liegt, da die
Menge T als Zertifikat verwendet werden kann. Wir beschreiben eine Po-
lynomialzeitreduktion von 3-SAT. Dazu muss eine Formel in konjunktiver
Normalform mit n Variablen {z1,...,z,} und m Klauseln {ci,...,¢pn} in
polynomieller Zeit in eine Subset-Sum Konfiguration iiberfiihrt. werden.

Danach muss gelten: Die Klausel ist genau dann erfiillbar, wenn das zu-
gehorige Subset-Sum Problem eine Losung hat.

an}
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Zur Reduktion benutzen wir (2n4-2m) Dezimal-Nummern der Linge n + m,
die Zahl b besteht aus n Einsen gefolgt von m Dreien.

Fiir jede Variable x; wird eine Dezimal-Zahl y; und fiir —z; eine Dezimal-
Zahl z; verwendet. Die Belegung 1 an der Stelle ¢ legt das jeweils fest. Die
Ziffern von n + 1 bis n + m legen durch 0 und 1 fest, ob das Literal in ¢;
vorkommt oder nicht vorkommt. In jedem c¢; kommen maximal drei Literale
vor. Da nur eins davon erfiillt sein muss, fithren wir Dezimalzahlen s; und
t; fiir jedes ¢; ein, so dass in jedem Fall an dieser Stelle die Spaltensumme 3
erzielt werden kann.

Wie geben ein Beispiel fiir die Formel

(acl V X2 V —\1‘3) A (—|l"1 V a2 V —|x3)

an.

r1 X9 X3 | C1 Cy
Y1 1 0 0 1 0
21 0 0|0 1
y2[0 1 0 |1 1
2|0 1 0 [0 0
y3 [0 0 1 [0 0
3|0 0 1 ]1 1
si|0 0 0 [1 0
tt |0 0 0|1 0
s200 0 0 [0 1
t, |00 0 [0 1
b [1 1 1 [3 3

Genau dann gibt es eine Auswahl 7' von Zahlen aus der gesamten Zah-
lenmenge {y1,21,-..,Yn: Zns S1,t1, .-, Sy by} Mit Y-z = b, wenn die
zugehorige 3-S AT-Formel erfiillbar ist.

Beachten Sie, dass die Konstruktion polynomiell in (n + m) ist. Die Ein-
gabeldnge der 3-SAT-Formel hatte gerade diese Lénge. Die konstruierten
Zahlen sind nun zwar nicht zur Basis 2 bin&r kodiert aber zur Basis 10 ko-
diert und sind somit im Vergleich zu ihrer Zahlengrofle in logarithmischer

Grofle (und nicht unér) gespeichert. O
Partition: Gegeben ist eine Menge von N natiirlichen Zahlen {a;, as,...,an}
mit a; € IN.

Frage: Gibt es eine Teilmenge T' C {1,2,..., N} so dass die Teilsummen

-----
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Partition ist ein Spezialfall von Subset-Sum, fiir b = %2j6{1727.”71\,} a; und
ist nicht einfacher zu l6sen als Subset-Sum.

Theorem 60 Partition ist N P-vollstindig.

Beweis. Partition liegt offensichtlich in NV P, da es ein Spezialfall von Subset-
Sum ist.

Wir zeigen Subset-Sum <, Partition mit polynomieller Reduktion p.

Fiir {a1,a2,...,an} mit a; € N und b € IN sei A := Zf\;l a;. Wir konstru-
ieren eine Eingabe fiir Partition durch af,aj, ...,y , mit

e a,:=q;firi=1,...,N
® afy . :=2A—0b, und

° a’N+2 =A+Db

Es folgt: ZZ]\Q{Q a; = 4A. Dann fragt Partition danach, ob es eine Aufteilung
von {ay,ay,...,aly o} gibt, die jeweils 24 ergibt oder analog, ob es eine
Teilmenge von {a},as,...,a)y, o} gibt, die die Summe 2A ergibt. In poly-
nomieller Zeit lédsst sich diese Reduktion berechnen. Beachten Sie, dass die
Zahlen binér kodiert sind.

Es gilt offensichtlich: Genau dann hat das Partition-Problem eine Lésung,
wenn auch das Subset-Sum Problem eine Losung hat.

=: Hat das Partition-Problem eine Lésung, so kénnen a'y 41 =2A—bund
aly 4o = A+ b nicht in einer gemeinsamen Teilmenge sein, dann wire die
Summe zu grof. Die Zahlen aus {a}, aj, ..., ay } die sich mit a’y ; :=2A4—b
in einer Teilmenge befinden, summieren sich zu dann zu b auf und ergeben
eine Subset-Sum Losung.

<: Wenn eine Teilmenge von {a1,as, ...,an} = {a}, d), ..., ay} den Sum-
menwert b ergibt, so konnen wir a'y 41 = 2A — b hinzufiigen und erhalten
eine Losung fiir das Partition-Problem. a
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Kapitel 5

Approximation und
Randomisierung

Da wir nun das Prinzip der N P-Vollsténdigkeit kennen gelernt haben, stellt
sich unweigerlich die Frage, welche Vorgehensweise ratsam ist, wenn ein Pro-
blem schwer zu l6sen ist. Unter [dsen verstehen wir dabei, eine Losung deter-
ministisch exakt zu berechnen. Ist nicht klar, wie die Losung eines Problems
effizient berechnet werden kann, dann bieten sich hier zwei Alternativen an,
namlich die Entwicklung eines randomisierten Algorithmus und / oder eines
Approximationsalgorithmus. Die folgenden beiden Abschnitte basieren auf
entsprechenden Kapiteln aus dem Buch [1] von Blum.

5.1 Randomisierte Algorithmen

Im Gegensatz zu einem deterministischen Algorithmus kann ein randomi-
sierter Algorithmus Zufallsentscheidungen verwenden. Der Verlauf einer Be-
rechnung ist somit nicht eindeutig durch die Eingabe bestimmt. Ein nahelie-
gender Ansatz ist, durch Randomisierung im Mittel eine gute Laufzeit beim
Losen eines Problems zu erhalten. Dies motiviert die folgende Definition.

Definition 61 FEin randomisierter Algorithmus, dessen Laufzeit mdglicher-
weise von seinen Zufallsentscheidungen abhdngt, der aber stets eine korrekte
Lésung berechnet, heiffit Las-Vegas-Algorithmus.

Weiterhin gibt es die Moglichkeit, dass ein Algorithmus zwar effizient ist,
aber nicht immer eine korrekte Losung berechnet.

Definition 62 Ein randomisierter Algorithmus, der manchmal — mit ge-
ringer Wahrscheinlichkeit — ein falsches Ergebnis produzieren kann, heifit

Monte-Carlo-Algorithmus.

83
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Wir stellen nun zunéchst einen Las-Vegas-Algorithmus vor, und im An-
schluss einen Monte-Carlo-Algorithmus. Wir beginnen mit dem Las-Vegas-
Algorithmus Randomisiertes QuickSort. Es handelt sich hierbei um einen
Sortieralgorithmus.

Da wir schon optimale deterministische Sortieralgorithmen kennen, stellt
sich zunéchst die Frage, warum wir einen randomisierten Sortieralgorithmus
betrachten. Es handelt sich jedoch beim randomisierten QuickSort um einen

e einfach zu implementierenden Algorithmus,

e der (in einer optimierten Variante) real implementiert deutlich schnel-
ler lauft als deterministische Algorithmen, und

e der mit wenig zusétzlichem Speicherplatz auskommt.

Randomisierter Algorithmus QuickSort(Z2)
Eingabe: n Zahlen Z = zq,..., 2z,
Ausgabe: Die Zahlen in Z aufsteigend sortiert.

e Wihle ein z; € Z
e return QuickSort(Z.,,), Z=.,, QuickSort(Z-.,),

wobei

o I, ={z€Z|z2<z}
o 7, ={z€Z|z=2z}
o 7o, ={2€Z|z> %}

Die Korrektheit des Algorithmus ist offensichtlich, daher analysieren wir
jetzt die erwartete Laufzeit des Algorithmus. Zunéchst {iberlegen wir uns,
dass die Laufzeit nicht geringer wird, wenn alle Zahlen in Z verschieden
sind. Dann kénnen die rekursiv zu sortierenden Teilmengen nur gréffer und
die Laufzeit entsprechend ldnger sein.

Wir stellen zunéchst eine Rekursionsgleichung fiir die Laufzeit auf fiir den
Fall, dass das Element z; deterministisch gewéhlt wird, und leiten dann eine
Abschitzung fiir die erwartete Laufzeit her. Wir betrachten im Folgenden
die Anzahl der Vergleiche die durch den Algorithmus ausgefiihrt werden, da
diese die Laufzeit dominieren. Wenn das gewéhlte Element z; das k-kleinste
Element von Z ist, dann ist (bei entsprechender Implementierung)

T(n) = T(k—-1)+T(n—k—1)+ (n+1) (5.1)

die Laufzeit von QuickSort. Wir beobachten zunichst, dass wenn immer
k ~ n/2 gilt, auch T'(n) € O(nlogn) gilt. Wenn allerdings immer & nicht
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grofler als eine Konstante C' ist, dann ist T'(n) € Q(n?). Da eine zufillige
Auswahl des Elements z; einen zufilligen Wert von k impliziert, ist die Frage
wie die Laufzeit bei zufillig gewdhltem k ist.

Da jedes Element z; € Z mit der gleichen Wahrscheinlichkeit 1/n gewihlt
wird, erhalten wir fiir die erwartete Laufzeit T, des randomisierten Quick-
Sort Algorithmus, wegen Gleichung 5.1,

T.(0) = Te(l) = 0 (5.2)
T.(n) = %Z(n+1)+Te(k—1)+Te(n—k) (5.3)
k=1

Multiplizieren wir beide Seiten der Gleichung 5.3 mit n, erhalten wir

n—1
n-T.(n) = nn+1)+2) T(k) . (5.4)
k=0

Da wir einen geschlossenen Term fiir T.(n+ 1) aufstellen moéchten, beginnen
wir nun mit der Differenz

(n+1) - Te(n+1) —n-Te(n)

Nach Gleichung 5.4 gilt

n n—1
(n+1)-Te(n+1)=n-Te(n) = (n+1)n+2)+2> To(k)— [n(n+1)+2) To(k)
k=0 k=0

= 2(n+1)+2-Tc(n)
Dies ist dquivalent zu

n+ 2

Te(n—i—l) = 2+m

Te(n) (5.5)

Per Induktion kann man nun leicht zeigen, dass fir 0 < k <n—1

k+1

n+1 n+1
T. = 2. Te(n—k—1 :
(n) ; pry el Iy (n ) (5.6)
Somit gilt, fiir k =n — 2
n—1 1
T, = 2(n+1 — 5.7
R R e 6.7
n+11
= 2(n+1)23 (5.8)
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Die Zahl H = 2?21% ist die k-te harmonische Zahl, und es gilt Hp <
1+ 1In(k), und somit

Te(n) < 2(n+1)- (Hk+1 - 2) (5.9)

< 2(n+1)In(n+1) (5.10)

Wir haben somit das folgende Ergebnis bewiesen.
Theorem 63 Die erwartete Laufzeit des randomisierten QuickSort ist O(nlogn).

Nun stellen wir den Monte-Carlo-Algorithmus Primzahltest vor.

Ein naives Verfahren wiirde beispielsweise testen, ob fiir eine gegebene Zahl n
eine Division von n mit jeder ganzen Zahl aus 1, ..., /n einen Rest 0 ergibt.
Ist der Rest immer 0, dann ist n prim, andernfalls ist n zusammengesetzt.
Fiir groBe Zahlen n ist diese Vorgehensweise jedoch nicht effizient.

Unser randomisierter Algorithmus Primzahltest verwendet folgenden Test
als Subroutine.

Algorithmus Test(n,a)
Eingabe: Eine ungerade natiirliche Zahl n, und eine Zahl a € {1,...,n—1}.
Ausgabe: prim oder nicht prim

e Da n ungerade ist, gilt n — 1 = 2°d fiir genau ein s € IN, wobei d
ungerade ist.

— Ist a 21 mod n und
—Vre{l,...,n—1} gilt a*?# —1 mod n

= dann gebe nicht prim zuriick, ansonsten prim.
Wir verwenden die folgenden zwei Theoreme ohne Beweis.

Theorem 64 Ist n prim, dann ist das Ergebnis von Test(n,a) prim, un-
abhingig von der Eingabe a € {1,...,n —1}.

Theorem 65 Sein > 9 eine ungerade zusammengesetzte Zahl. Dann gibt
esin {1,...,n — 1} héchstens 1/4(n-1) Zahlen mit ggT(a,n) = 1 und das
Ergebnis von Test(n,a) ist prim.

Die obigen Theoreme motivieren die folgende Vorgehensweise. Es wird & Mal
zuféllig eine Zahl aus {1,...,n — 1} ausgewé#hlt. Gilt fiir eine dieser Zahlen
99T (a,n) > 1, dann ist n nicht prim. Andernfalls betrachten wir fiir jedes a
den Test Test(n,a). Ist das Ergebnis eines Tests nicht prim, dann ist n nicht
prim. Sagt jeder Test prim, dann ist das Ergebnis unseres Primzahltests
ebenfalls prim.
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Es gilt, dass wenn n prim ist jeder Test Test(n,a) auch das Ergebnis prim
zuriickgibt. Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeit abschétzen, dass wenn n
nicht prim ist, alle k Tests Test(n, a) das Ergebnis prim zuriickgeben. Nach
obigem Theorem 65 ist fiir jedes beliebige a die Wahrscheinlichkeit fiir die
Aussage prim maximal 1/4. Somit ist die Wahrscheinlichkeit, dass alle Tests
das Ergebnis prim zuriickgeben, maximal (1/4)*. Wihlen wir die Konstan-
te k entsprechend grofl, dann koénnen wir fiir den folgenden Algorithmus
Primzahltest eine beliebig grofle Erfolgswahrscheinlichkeit garantieren.

Monte-Carlo-Algorithmus Primzahltest(n)

Eingabe: Eine (grofie) Zahl n

Ausgabe: prim oder nicht prim, je nachdem ob n eine Primzahl ist oder
nicht (mit hoher Wahrscheinlichkeit).

e Ist n <9, dann gebe prim aus wenn n € {2,3,5,7}, ansonsten nicht
prim

e Ist n gerade, dann return nicht prim
e for:=1to k do

— Wibhle zufiillig ein a € {1,...,n — 1}
— if (99T (a,n) > 1) return nicht prim

— if (Test(n,a) = nicht prim) return nicht prim

e return prim

Wir fassen obige Analyse in folgendem Theorem zusammen.

Theorem 66 Algorithmus Primzahltest ist immer korrekt wenn die Ein-
gabe n eine Primzahl ist, und er ist mit Wahrscheinlichkeit > 1 — (1/4)%
korrekt, falls n zusammengesetzt ist.

5.2 Approximationen fiir N P-schwere Probleme

Fiir uns ist ein Optimierungsproblem N P-schwer, wenn das zugehorige Ent-
scheidungsproblem N P-schwer ist. Wir haben schon das T'SP kennenge-
lernt, das in N P liegt. Einen Beweis der N P-Vollsténdigkeit dieses Problems
findet sich beispielsweise in [8].

Auflerdem haben wir im Abschnitt 4.7.5 gezeigt, dass Subset-Sum und Par-
tition NV P-vollsténdige Probleme. Daraus werden wir ableiten, dass auch
die bereits im ersten Teil der Vorlesung behandelten Problemstellungen
Rucksackproblem (Knapsack) und Optimales Bepackens von Behilter (Bin
Packing) N P-vollstiandig sind.
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Wie bereits im ersten Teil dieser Vorlesung erdhnt, sprechen wir von einer
Approximationslésung, wenn sich die berechnete Losung eines Algorithmus
stets nur um einen Faktor von der optimalen Losung unterscheidet. Dabei
miissen wir die eigentliche Losung bei der Analyse manchmal gar nicht genau
kennen und konnen trotzdem eine Performanzaussage beweisen. Sei opt([)
die Optimale Losung einer Instanz I eines Problems II.

Wir miissen zwischen Minimierungs- und Maximierungsproblemen unter-
scheiden.

e Sei a > 1: Ein Algorithmus A berechnet eine a-Approximation fiir ein
Minimierungsproblem II, falls A fiir jedes I € II eine zuldssige Losung
mit Wert hochstens « - opt(I) berechnet.

e Sei a < 1: Ein Algorithmus A berechnet eine a-Approximation fiir ein
Minimierungsproblem II, falls A fiir jedes I € II eine zuldssige Losung
mit Wert mindestens « - opt(I) berechnet.

5.2.1 Approximationsschemata PTAS und FPTAS

Neben oben angegebenen festen Werten der Approximationen, gibt es gele-
gentlich auch die Moglichkeit, eine beliebig gute Approximationsgiite eines
N P-schweren Problems zu erzielen. Die Giite der Approximation beeinflusst
dabei die Laufzeit des Algorithmus. Wir sprechen dann auch von einem Ap-
prorimationsschemata und die gewiinschte Approximation ist dann durch
einen Parameter e beschrieben.

Genauer: Bei Eingabe einer Probleminstanz I und des Giiteparameters e
wollen wir bei einem Maximierungsproblem eine zuléssige Losung berech-
nen, die nur um den Faktor (1 — €) von der optimalen Lésung abweicht.
Entsprechend wird bei einem Minimierungsproblem eine Abweichung von
um den Faktor (1 + €) gefordert. Typischerweise (bei N P-schweren Proble-
men) geht dabei der Parameter € mit in die Laufzeitbetrachtung ein.

Es werden zwel verschiedene Varianten unterschieden:

e FPTAS (fully polynomial time approximation scheme): Ein Approxi-
mationsschemata, dessen Laufzeit polynomiell von n und von % abhéngt.

e PTAS (polynomial time approximation scheme): Ein Approximations-
schemata, dessen Laufzeit fiir Konstante € polynomiell von n abhéngt.

Offensichtlich ist das Vorhandensein eines FPTAS die stidrkere Aussage.
Laufzeiten in O-Notation von O((1/¢)*nlogn), O(n?/¢) oder auch O(n? +
1/€2) verdeutlich die polynomielle Abhingigkeit bei einem FPTAS. Da-
hingegen sind Laufzeiten fiir PTAS der Gréfienordungen O(2'/¢n?) oder
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O(n'/¢ + n?) exponentiell wachsend in 1/e. Dadurch werden Approxima-
tionen schnell sehr teuer.

5.2.2 Approximationsalgorithmus fiir 7'SP

In diesem Abschnitt werden wir einen Approximationsalgorithmus vorstel-
len, der eine Rundtour entlang der gegebenen Punktmenge berechnet, die
nicht viel schlechter ist als eine optimale Tour. Allerdings setzen wir vor-
aus, dass die Kostenfunktion ¢, welche die Kosten fiir die Reise von einem
zum anderen Punkt festlegt, gewisse Eigenschaften erfiillt. Wir definieren
zunéchst zwei Spezialfille des allgemeinen T'SP.

Definition 67 Beim A-T'SP ist die Aufgabe, eine giinstigste Rundreise zu
bestimmen, die jeden von n Punkten P = p1,...,p, genau ein Mal besucht,
wobei gilt:

o Symmetrie: c(p;,p;) = c(pj,pi)

e Dreiecksungleichung: ¢(p;,p;) < c(pi, i) + ¢(Pk, pj)

Definition 68 FEine T'SP-Instanz heiffit Euklidisch, falls es Punkte in ei-
nem R? gibt, deren Euklidische Abstinde denen der Kostenfunktion ¢ ent-
sprechen.

Wir merken noch an, dass die Abstédnde zwischen den Punkten als Teil der
Eingabe betrachtet werden, und diese nicht implizit durch Angabe der Funk-
tion ¢ — zum Beispiel in Abh#ngigkeit der Punktkoordinaten — angegeben
werden. Weiterhin gilt, dass die Kosten c(p;, p;) fiir eine Reise von p; nach p;
ganzzahlig und nicht-negativ sind.

Zunéchst machen wir zwei einfache Beobachtungen.

1. Jede Euklidische T'S P-Instanz ist auch eine A-T'S P-Instanz.

2. Wenn es bei einer A-T'S P-Instanz {iberhaupt eine Rundtour mit endli-
chen Kosten gibt, dann sind die Reisekosten zwischen je zwei beliebigen
Punkten < oco.

Da es sich beim Euklidischen T'S P um einen Spezialfall des allgemeinen T'S P
handelt, kénnte man meinen, es wére einfacher, eine optimale Rundreise
zu bestimmen. Dies ist aber nicht der Fall, wie Papadimitriou festgestellt
hat [6]:

Theorem 69 Das Fuklidische TSP ist N P-vollstindig.
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Wir beschreiben nun den Approximationsalgorithmus fiir das A-T'SP.
Algorithmus Approx-A-TSP

1. Bestimme einen minimalen Spannbaum 7 der Punktmenge P (die
Knoten in 7T entsprechen folglich den Punkten in P).

2. Von Knoten p; aus bestimme eine Besuchsreihenfolge R der Knoten
in T geméf einer Tiefensuche.

3. Modifiziere R zu einer Tour R wie folgt:

e Streiche aus R alle Vorkommen von p;, abgesehen vom ersten
und letzten Vorkommen am Anfang und am Ende von R.

e Fiir alle p € {pa,...,pn} streiche alle Vorkommen in R bis auf
das Erste (d.h. wenn die Tiefensuche den Knoten das erste Mal
besucht).

Wir beobachten zunéchst, dass R genau die Kosten 2 - |T'| hat, wenn |T'|
das Gewicht des minimalen Spannbaums T bezeichnet. Aber R ist noch kei-
ne Rundtour, welche jeden Knoten genau einmal besucht. Wir betrachten
das Streichen eines Vorkommens eines Punktes p; in R als das Ersetzen der
Bewegung entlang der Kanten (p;,p;) und (p;, px) durch die Bewegung ent-
lang der Kante (pj, pi), wobei p; und p;, der Vorgénger bzw. Nachfolger des
Vorkommens von p; in der aktuellen Tour R ist. Geméfl der Dreiecksunglei-
chung haben wir somit die Kosten von R nicht erhoht, und weiterhin ist
die resultierende Tour R eine Rundtour, welche jeden Punkt aus P genau
einmal besucht. Weiterhin gilt, dass wenn wir aus einer beliebigen optima-
len Rundreise eine Kante entfernen, ein Spannbaum von P resultiert. Da
alle Kantengewichte nicht-negativ sind, folgt hieraus, dass die Kosten einer
optimalen Tour mindestens |T| sein miissen. Somit sind die Kosten von R
maximal doppelt so grofl wie die einer optimalen Rundtour.

Theorem 70 Der Algorithmus Approz-A-TSP berechnet in polynomieller
Zeit eine 2-Approximation fir jede A-T'SP-Instanz.

5.2.3 Ein Approximationsschemata des Rucksackproblem

Wir wollen nun eine FPTAS fiir das Rucksackproblem vorstellen. Wir be-
trachten das Problem des optimalen Befiillens eines Rucksackes mit Ge-
samtgewichtskapazitit GG. Dazu sei eine Menge von n Gegenstédnden a; mit
Gewicht g; und Wert w; gegeben. Wir wollen den Rucksack optimal fiillen.
Wir gehen davon aus, dass alle Daten natiirliche Zahlen sind.

Wir hatten im ersten Teil der Vorlesung bereits einen Algorithmus vorge-
stellt, der das Problem in Laufzeit O(n-G) Rechenschritten gelost hat, wobei
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wir dabei mit dynamischer Programmierung eine Matrix mit n-G Eintragen
gefiillt haben, siehe [7]. Da G aber bindr kodiert nur log G Eingabeplatz
verbraucht, ist ein solcher Algorithmus beziiglich der Eingabe nicht(!) poly-
nomiell und wir hatten schon damals ohne weiteres Wissen von einem pseu-
dopolynomiellen Algorithmus gesprochen. Jetzt wissen wir, was das heiflen
soll. Ist G konstant, dann haben wir lineare Laufzeit. Im logarithmischen
Kostenmodell hat der Algorithmus exponentielle Laufzeit.

Zunichst wollen wir zeigen, dass das zugehorige Entscheidungsproblem N P-
vollstandig ist. Die Entscheidungsvariante des Problems bedeutet, dass ge-
fragt wird, ob es eine Teilmenge mit zuléssigem Gewicht G' und Wert min-
destens W gibt?

Theorem 71 Die Entscheidungsvariante des Rucksackproblems ist ein N P-
vollstindiges Problem.

Beweis. Wir reduzieren Subset-Sum auf die Entscheidungsvariante. Dazu
wird fir die Instanz {aj,asg,...,a,} mit a; € IN und b € IN des Subset-Sum
Problems g; = w; = a; gesetzt und W = G = b.

Falls das Subset-Sum Problem eine Losung hat existiert eine Teilmenge der
Zahlen {aj,as,...,a,} mit Gewicht hochstens G = b und Wert mindestens
W =b.

Falls umgekehrt eine Teilmenge der Zahlen {ai,as,...,a,} mit Gewicht
h6chstens G = b und Wert mindestens W = b existiert, muss dieser Wert
schon exakt erreicht werden, da Gewichte und Wert identisch sind. O

Wir geben jetzt eine weiteren pseudopolynomiellen Algorithmus fiir das Ent-
scheidungsproblem des Rucksackproblem an.

Theorem 72 Das Rucksackproblem kann pseudopolynomiell in O(n? - W)
(uniformen) Rechenschritten fir W = max;—1__,w; gelost werden.

Beweis. Wir schlagen folgenden dynamische Programmierung vor. Der op-
timale Wert kann nur zwischen 0 und n - W liegen. Fiir i € {0,...,n} und
w € {0,...,n- W} sel nun A(i, w) das kleinstmogliche Gesamtgewicht, mit
dem der Wert w exakt erreicht werden kann, wobei man nur Objekte aus
{ai1,...,a;} verwenden darf.

Wenn der Wert w gar nicht durch {ai,...,a;} erreicht werden kann, dann
setzen wir A(i,w) = oo. Aulerdem sei A(0,w) = oo fiir w > 0 und A(i,w) =
oo fiir w < Ound ¢ € {0,...,n} Es sei A(4,0) =0 fur i = {1,...,n}.

Firi e {1,...,n} und w € {1,...,n- W} gilt dann die folgende Rekursi-
onsgleichung:

A+ 1,w) = min(A(i, w), A(i,w — wit1) + Git+1) -
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Den Wert w erreichen wir mit kleinstmoglichem Gesamtgewicht entweder
durch eine Losung, in der der Gegenstand a;41 eine Rolle spielt, oder aber der
Gegenstand wird nicht verwendet. Die Losung mit dem kleinerem Gesamt-
gewicht wird ausgew#hlt. Entweder kann man also die Losung fir A(i, w)
bereits verwenden oder aber A(i,w — w;y1) + gi+1 muss berechnet werden.
Dabei wird der Wert um w;y; reduziert. Dieser wird dann durch den Ge-
genstand a;41 mit w; 1 genau auf w vergréBert.

Wie diblich konnen wir von links nach rechts und von oben nach unten
eine Matrix mit den entsprechenden Werten fiillen. Jeder Eintrag kostet
nur konstant viele Operationen. Die Laufzeit entspricht einer Tabelle der
Grofe O(n? - W) und der optimal zu erreichenden Wert ist

max{w|A(n,w) < G}.

Dieser kann aus der Tabelle abgelesen werden. Man kann aulerdem zeigen,
dass die optimale Rucksackbelegung ebenfalls leicht mit abgespeichert wer-
den kann. Wir merken uns eine Tabelle von Zeigern, die die optimale Lésung
wiedergibt. O

Wir wollen einen FPTAS entwerfen. Der Algorithmus héngt linear von den
Werten w; ab, diese Werte sind natiirliche Zahlen und der Algorithmus
kann nur mit natiirlichen Zahlen arbeiten. Beachten Sie, dass im Prinzip
nur sehr, sehr grofle Werte w; fiir uns problematisch sind. Sofern die w;s
in der Gréflenordnung von n liegen, haben wir gar kein Problem mit der
Laufzeit.

Wollen wir die Laufzeit verringern, miissen wir die Werte nach unten ska-
lieren und dabei auf jeden Fall runden. Die Idee ist, alle Werte w; um dem
gleichen Faktor a (z.B. o = 0.005) kleiner zu machen und nach unten abzu-
runden.

Die Losung ist dann ggf. nicht mehr optimal aber die Laufzeit hat sich
auch um einen Faktor von mindestens « verringert. Wir wollen eine (1 — €)
erreichen, deshalb muss der Skalierungsfaktor o geschickt in Abhéngigkeit
von n, W und e gewéahlt werden.

Theorem 73 Fiir das Rucksackproblems existiert ein FPTAS. In (unifor-
mer) Laufzeit O(1/e - n3) kann eine (1 — €)-Approzimation der optimalen
Wertes berechnet werden. Die Laufzeit ist auch im logarithmischen Kosten-
modell polynomiell in 1/e und n beschrinkt.

Beweis. Fiir den FPTAS skalieren wir die Werte mit dem Faktor a = 3
mit W = max;=1,_,w; und runden dann ab. Also w} = |aw;|. Dann be-
rechnen wir eine optimale Indexmenge L C {1,...,n} mittels dynamischer
Programmierung fiir die Werte wi, w5, ..., w,. Es gilt W' = [aW] = [ 2]
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und der Algorithmus hat eine Laufzeit von O(n? - n/e) = O(1/e - n?) im
uniformen Kostenmodell. Die im Algorithmus verwendeten Additionen und
Vergleiche erhéhen die Laufzeit allerdings nur um einen Faktor, der in der lo-
garithmischen Grofle der Eingabe liegt. Also bleibt die Laufzeit polynomiell
in 1/€ und n.

Wir miissen noch den Approximationsfaktor von (1 — €) beweisen. Sei dazu
L* C{1,...,n} die optimale Indexmenge des Ausgangsproblems. Wir wollen
die Losung von L* und L vergleichen. Fiir eine Teilmenge S C {1,...,n} sei
w(S) = ;cqw; der Wert dieser Teilmenge. Wir miissen

w(L) > (1 —e)w(L")

beweisen. Fiir den Beweis schauen wir uns eine Zwischenldosung an. Wir ska-
lieren die Werte w) wieder hoch durch den Faktor 1/c, den Rundungsfehler
w _ lowi]

lassen wir allerdings nun weg. Das heifit konkret w;’ := ! -

Die Belegung L ist optimal fiir die Werte w) und somit auch fiir die Werte
w), da die Werte w/] alle um den gleichen Faktor a angehoben wurden.
Im Vergleich zur optimalen Losung L hat der Algorithmus aber durch die
Rundungsfehler eine andere Auswahl getroffen. Die Rundungsfehler kénnen
wir abschétzen:

0o | aw; | aw; —1 1
w; —w; = w; — <w;———=—.
a a a

Sei nun w”(S) = Y ,cqwy, dann ldsst sich der Rundungsfehler einer opti-
malen Losung L* abschéitzen durch

1 n
L*) — "nr*y < < = < *
w(L*) — w (L)_Za_a e W < ew(L¥)
1€l
Die letzte Ungleichung folgt daraus, dass der Gegenstand mit dem maxima-

len Wert auf jeden Fall auch in den Rucksack passt, sonst hitten wir diesen
auch sofort weglassen kénnen.

Jetzt haben wir
w(L*) —w"(L*) < ew(L*) & w"(L*) > (1 —€) w(L")
und wir wissen bereits, dass w”(L) > w”(L*) ist. Da die Ausgangswerte w;
grofer sind als die w! gilt auch w(L) > w”(L), es ist insgesamt:
w(L) > w"(L) > w"(L*) > (1 — e)w(L*)

und die berechnete Losung liefert mit den Ausgangswerten die gewiinschte
Approximationsgiite. O

Die hier verwendete Skalierung und Abschitzung ist ein klassischer Trick
zum Design und zur Analyse von Approximationsgiiten.
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5.2.4 Approximation von Bin Packing

Das Problem des optimalen Bepackens von mehreren Behéltern gleicher Ge-
wichtskapazitédt G mit verschiedenen Paketen (Bin Packing) hatten wir be-
reits im letzten Semester betrachtet.

Die Pakete p haben keinen Preis sondern lediglich verschiedene Gewichte g.
Insgesamt haben wir zunéchst n Behélter b; fiir j = 1,...,n mit Kapazitit G
und n Gegensténde p; mit Gewichten g; fiir i = 1,...,n. Wir kénnen ¢g; < G
annehmen, sonst brauchen wir einen Gegenstand gar nicht zu betrachten.

Ziel der Aufgabenstellung ist es, die Anzahl der bendtigten Behilter zu
minimieren. Im Prinzip bestimmen wir eine Zuordnung Z : {1,...,n} —
{1,...,k} die jedem p; einen Behélter b; iiber Z(i) = j zuweist. Wir suchen
das minimale k, fiir das es eine giiltige Zuordnung Z gibt. Giiltig heif3t, dass
die Summe aller g; mit Z(i) = j nicht grofer als G ist.

Aufgabenstellung: Minimiere k, so dass eine Zuordnung Z : {1,...,n} —
{1,...,k} existiert mit

Y gi<Gfiralleie{l,...,n}. (5.11)
Z(i)=j
Der Algorithmus First-Fit liefert eine 2-Approximation, das nehmen wir als

bekanntes Ergebnis aus der letzten Vorlesung zur Kenntnis, siehe [7].

First-Fit: Unter allen Behéltern wihle den ersten aus, in den a; noch hin-
einpasst. Genauer: Finde kleinstes j, so dass g; + Zlglg(iﬂ),Z(l):j g <G
gilt.

Wir zeigen nun lediglich, dass es sich um ein N P-vollstdndiges Problem
handelt und die Approximation somit gerechtfertigt ist.

Theorem 74 Die Entscheidungsvariante von Bin Packing ist N P-vollstindig.

Beweis. Die Entscheidungsvariante lautet, ob fiir eine vorgegebene Anzahl
von Behélter K eine zulédssige Zuordnung existiert.

Wir reduzieren Partition auf dieses Problem. Dafiir setzen wir g; = a; fiir
i=1,...,n,setzen K =2und G:= 3>, g:.

Genau dann, wenn es eine Teilmenge 7' C {1,...,n} mit >, g; = G gibt,
kann das Bin Packing Problem mit 2 Behéltern gelost werden. O
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