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Aufgabe 6.1: Eigenschaften von Aquivalenzrelationen (2 Punkte)
Aquivalenzrelationen sind bekanntlich Relationen, welche folgende Eigenschaften besitzen:

1. Reflexivitit: a ~ a
2. Symmetrie:a~b — b~a

3. Transitivitit: a ~bund b~c — a~c

Ist es dabei wirklich erforderlich, die Reflexivitéit explizit zu fordern? Wenn a ~ b gilt, so folgt doch schlieflich
aus der Symmetrie auch b ~ a. Aber a ~ b und b ~ a zusammen garantieren durch die Transitivitdt, dass auch
a ~ a gelten muss.

Wo ist der Fehler in dieser Argumentation?

Aufgabe 6.2: Aquivalenzrelationen (2+3+2 Punkte)

Seien M und N nichtleere Mengen und sei f: M — N eine Abbildung. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

a) Ist S eine Aquivalenzrelation auf N, dann ist durch
Ry < f(x) S f(y)
eine Aquivalenzrelation R auf M definiert.
b) Ist R eine Aquivalenzrelation auf M und ist f bijektiv, dann ist durch
Y1 Sy2 & w1, 12 € M:yr = f(21), y2 = f(22) und 21 R22
eine Aquivalenzrelation S auf N definiert.

¢) An welchen Stellen im Beweis von Aufgabenteil b) werden die Surjektivitéit bzw. die Injektivitit von f
benotigt? Geben Sie fiir den Fall, dass f injektiv, aber nicht surjektiv ist, und fiir den Fall, dass f surjektiv,
aber nicht injektiv ist, jeweils ein Gegenbeispiel zu der Behauptung aus Aufgabenteil b) an.

Aufgabe 6.3: Aquivalenzklassen (3+4 Punkte)

a) Sei M eine Menge und P eine Partition von M. Sei eine Relation R auf M definiert durch:
(a,b) e R&3IX eP:ac X Nbe X.

(i) Zeigen Sie, dass R eine Aquivalenzrelation auf M ist.

(ii) Geben Sie die Aquivalenzklassen von R an.

b) Betrachten Sie folgende Relation R auf R? mit (21, y1)R(22,y2) genau dann, wenn die Punkte (z1, y;) und
(z9,y2) den gleichen Abstand zum Ursprung haben, dass heifit (z1,y1)R(22,y2) & /27 + 33 = /23 + 3.

(i) Zeigen Sie, dass es sich bei R um eine Aquivalenzrelation handelt.

(ii) Beschreiben Sie die Menge der Aquivalenzklassen von R indem Sie fiir jede Aquivalenzklassen genau
einen Reprisentanten angeben und zeigen Sie, dass die Menge der Aquivalenzklassen eine Partition
von R? ist.

(iii) Wie sehen die Aquivalenzklassen geometrisch aus?



Aufgabe 6.4: Addition auf Aquivalenzklassen (242+2+4 Punkte)

Betrachten Sie die Relation R C (No x No) x (Ng x No) mit (a,b)R(c,d) < a+d = b+ c. Sei K die Menge der
Aquivalenzklassen der Relation R.

a) Zeigen Sie, dass die Relation R eine Aquivalenzrelation auf der Menge Ny x Ny ist.

b) Beschreiben Sie die Menge der Aquivalenzklassen von R indem Sie fiir jede Aquivalenzklassen genau einen
Repriisentanten angeben und zeigen Sie, dass die Menge der Aquivalenzklassen eine Partition von N3 ist.

c) Wir definieren eine Operation @ auf Aquivalenzklassen durch @: ([(a,b)],[(¢,d)]) = [(a+c,b+d)]. Zeigen
Sie, dass die Abbildung & wohldefiniert ist, also unabhéngig von der Wahl der Reprisentanten.
Bemerkung: Fir zwei Elemente x,y € Ny x Ny kénnen Sie [z] @ [y] anstatt &([x], [y]) schreiben.

d) Geben Sie eine bijektive Abbildung f: K — Z an, sodass fiir alle [z], [y] € K gilt: f([z]®[y]) = f([z])+f([v])
und zeigen Sie, dass Thre Funktion die beiden Eigenschaften erfiillt.

Bemerkung: Eine solche Abbildung nennt man Isomorphismus.



